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Ѳгѳгдсѳи цэгуудийг холбосон шугамуудын 
тор-графыг математикийн тѳрѳл бурнйн салбар, 
хэрэглээнд ѳргѳн аінмгладаг. 

Энэ номыи зохиогч нь норвсгийн нэрт алгебрч 
Ойстин Оре юм. Номыг ойлгоход хэрэг дээрээ 
дунд сургуулийн 7 — 8-р ангийн математикийн 
сурахаас хэтрэхгуй Л.ійм бага мэдлэг шаардаг- 
дана. 

Математикийн алгваа ном судалж, шинэ ухагд- 
хуун эзэмшнхэд мэдээжээр уншигчаас зохих 
хучнн чармайлт, тууштай байдал, тэвчээр шаар- 
дана. Гэхдээ энэ бол математик унэхээр сонпрх- 
дог хунд таалагдахаас ѳѳр талгуй. 



О Р ш и л 


ІІІнсйцпрыіі пэрт математики Л. Эклер 1737 онд графын оно- 
м і .і 1 1 лихи ы лжлыг хэплуулжээ. Графын онол пь математикийп зу- 
іаатаіі Полон ухали соргх бодлогуудтай холбогдож байсап учрлас 
эхэпдээ млтсмлтіікіінп нусэр бит салбарын нэгэнд тоологдож байв. 
Гэнч математикийп цаашдын хѳгжил ялангуяа тууний хэрэглээ нь 
графын ополыг хѳгжуулэхэд хучтэй тулхэц ѳгчээ. XIX зуун гэхэд 
графын оиолыг цахилгаан хэлхээний ба молекулийн схемийг бай- 
гуулахад хэрэглэх боллоо. Одоо уед графын онолыг цэвэр матема- 
тикийн салбар жишээлбэл ■ математикийн харьцааны онолд жирийн 
аппарат болгон хэрэглэж байгаагаас гадна нѳгѳѳ талаас янз бу- 
рийн харгалзаа тогтоох, тээврийн бодлого болон нефть дамжуулах 
хоолойн сулжээний урсгалын тухай бодлого ер нь „программчлалын 
бодлогууд" гэж нэрлэгдэх практикийн янз бурийн бодлого бодоход 
ѳрген хэрэглэж байна. Одоо графын онол нь эдийн засаг, сэтгэл 
судлал ба биолог зэрэг салбарт хэрэглэгдэж байна. Ялангуяа 
хэрэв математикчдын сонирхлыг одоо хуртэл татсаар байгаа дѳр- 
вѳн будгинн тухай алдарт бодлогыг математикийп зугаатай болон 
ухаан сорнх бодлогын тоонд оруулбал э'дгээр пь графын ополып 
хэсэг болсон хэвээр баііпа. 

Математпкт графын онолыг топологпнн нэгэн салбар гэж уз- 
дэг ба мѳн эиэ онол пь алгебр ба тооны онолтоіі шууд холбоо- 
той юм. 

Вид энэ номопд графын оиолып зарпм нэгэн хялбар асуудлаар 
хязгаарлах хэрзгтэй болію. Вид тэдгээрийг сопгон авахдаа нэг 
талаас, тийм аргаар бодож болдог зарим нэгэн тодорхой бодло- 
гуудтай танилцуулах. нѳгоѳ талаас, графын тусламжтайгаар явуулж 
болох судалгааны талаар ямар нэгэн тѳсѳѳлѳл олгох зорилго тави- 
лаа. Завшаан болоход математикийн улэмж даруухан аппаратаар 
график тухаі’і сургаплыг эхлэн судлагчдад нэн хялбар ойлгогдо- 
хоор бпчиж болдог байна. 



ГРАФ ГЭЖ ЮУ ВЭ? 


1 §. Спортын тэмцээн 

Тэнай сургуулийп хѳл бѳмбѳгийн баг тэмцээкд орол 
цож, ѳѳр сургуулиудын багуудтай тогложээ.гэж бодъё* 
Нийт 6 баг тоглосон байг. Танай багийг А усгээр, ха- 
рин бусад багуудыг В, С, й, Е ба Р усгээр тэм- 
дэглэе. Тэмцээн эхлээд хэдэн долоо хоноход зарим 
багууд харилцан тоглочнхсон байв. Жишээлбэл: 

А нь С, О, Р-тэіл 
В нь С, Е, Р - тэй 
С нь "А, В - тэй 
Э нц Л, Е , Р - тэй 
Е нь В, И, Р - тэй 
Р нЬ А, В, О, Е-тэй 

туе туе тоглосон байв. 

Энэ байдлыг дараахь геометр схсмээр дуреэлж бол- 
но. Баг туе бурнйг цэг юмуу бяцхан дугуйгаар дур- 
еэлж бие биетэйгээ тоглочнхсон багуудад харгалзах 
хос цэгуудийг (дугуйнуудыг) хэрчмээр холбоё. Тэгвэл 
ѳмнѳ дурдсан тоглолтын жагсаалтьш хувьд 1 дугээр 
зураг дээр дуреэлеэн схем гарна. 

Ийм маягийн схемийг граф гэж нэрлэдэг. Тэр нь 
орой гэж нэрлэгдэх А, В, С, О, Е, Р - гэсэн хэд хэдэн 
цэгууд, энэ цэгуудийг холбосон графын ирмэг гэж 
нэрлэгдэх, жишээлбэл АС юмуу ЕВ гэх зэрэг хэд хэ- 
дэн хэрчмуудээс тогтоно. 

.1 дугээр зургаас харвал графын зарим ирмэгийн огт- 
лолцеон цэг графын орой бищбайж болно, Графын зарим 
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ирмэг огтлолцсоі! іом шиг харагдаж байгаа иь бид гра- 
(|);ііі хантгай дээр дуреэлснээс болж байгаа хэрэг юм 


д 



Огторгуйд бол графьш ирмэгуудийг бие бие дээ- 
гуур зѳрж гарсан утаснууд гэж сэтгэх ііь нэп тохи- 
ромжтой байхсан билээ. 



Аль ч тохиолдолд графыг хавтгай дээр дурслэхдээ 
будилахаас болгоомжлон тууний оройнуудыг ил тод 
(жишээлбэл бяцхан дугуйпуудаар) дурслэх шаардлага- 
тай юм. 

Ямар ч тѳрлийн тэмцээний тоглолтын олонлог бу- 
рийг харгалзах графаар дурсэлж болно- Ѵуний урвууд 
хэрэв ямар нэг граф буюу, ѳѳрѳѳр хэдбэл, хэрчмээр 


(нрмэгээр) холбогдеон цэгуудээс (оройнуудаас) торт- 
сон дуре ѳгѳгдеѳн бол туунийг ямар нэг тэмцээний 
схем гэж узэж болно. Жишээ болгож 2 дугаар зураг 
дээр дуреэлеэн графыг авч узье. Энэ графыг найман 
багийн тэмцээнд А баг В, Е, й багуудтай; В ба 
А, Р, С, (3-багуудтай тоглочихсон гэх мэт байдалд 
харгалзах граф гэж узэж болно. 

Д а с г а л 

1. Тоглолтын улирлын дунд усд танай хал бѳмбегкйн 
юмуу гар бѳмбѳгийн багуудтай бусад багуудын тоглосоч тог- 
лолтын графыг зур. 

2.2 дугаар зураг дээрх графууд харгалзсан тоглолтуу- 
дыН бурэн жагсаалтыг гарга. 

3. 1 ба 2 дугаар зураг дээрх графууд хичнээн нрмэг, 
хичнээн оройтой вэ? 

2§. ТЭГ ГРАФ БА БУРЭН ГРАФ 

Графын онолыг хэрэглээнд олонтой тохиолддог за- 
рим нэг тусгай граф байдаг. Бид одоохондоо графыг 
биеийн тамирын тэмцээний явцыг илээр дурслэн ха- 
руулсан схем гэж авч узье. Тоглолтын улирал эхлэхээс 
ѳмнѳ ямарч тоглолт явагдаагуй учир графид ямар ч 
ирмэг байхгуй байна. Тийм граф нь саланги орой- 
н у у д буюу ѳѳрѳѳр хэлбэл ганц ч ирмэгээр холбог- 
доогуй оройнуудаас тогтоно. Ийм маягийн графыг бид 
тэг граф гэж нэрлэж байя. Багууд буюу оройнуу- 
дын тоо иь 1, 2, 3, 4 ба 5-тай тэнцуу уеийн тийм гра- 
фуудыг 3 дугаар зураг дээр дуреэлжээ. Энэ тэг гра- 
фуудыг Оі, 0 2 , О ъ гэх мэтчлэн, ер нь л-оройтой тэг 
графыг О п гэсэн тэмдгуудээр тэмдэглэдэг заншилтай. 

Одоо бас нэг онцгой тохиолдлыг авч узье. Тэмцээ- 
пий улирал дуусахад баг бур бусад бух багуудтай 
нэг нэг удаа тоглосон байж гэж бодъё. Тэгвэл хар- 
галзах графид хос орой бур ирмэгээр холбогдеон бай- 
на. Тийм графыг бурэн граф гэж нэрлэдэг. 4 дугээр 
зураг дээр оройн тоо п= 1, 2, 3, 4,5 байх уеийн бурэн 
графуудыг дуреэлжээ. 

Бид энэ бурэн графуудыг харгалзан і/ и і/ 2 , ^з>^ 4 . 
С/ ь гэж ер нь л-оройтой бѳгѳѳд бух бололцоот орой- 
пу уд нь ирмэгээр холбогдеон графыг II п гэж туе туе 

7 



о 


О 


О 


о 


о 


7 


о 

2 


о 


О О 

3 


о 

4 


3 дугаар зураг 


о 


о 

О о 
5 



А 

Р — - - _ 

/ 



6 дугаар зураг 




тэмдэглэж байя. Энэ графыг бух диагоналуудыг иь 
татсан я-ѳнцѳгт гэж сэтгэж болно. 

Ямар нэг граф, жишээлбэл .1 дугээр зурагт дурс- 
лэгдсэн О граф, байхад тууний дутагдаж байгаа (ѳѳ- 
рѳѳр хэлэхэд тухайн уед явагдаагуй боловч эцэстээ 
явагдах тоглолтуудад харгалзах) ирмэгуудийг нэмж 
мѳн тэр оройнуудтай бурэн граф болгон хувиргаж бол- 
но. I дугээр зураг дээрх графыг ингэж хувиргасныг 
5 дугаар зураг дээр (одоо хэрдээ явагдаагуй тоглол- 
туудад харгалзах ирмэгуудийг тасархай шугамуудаар 
дурслэв) дурслэв. Одоохондоо явагдаагуй боловч эцэс- 
тээ явагдах тоглолтуудад ' харгалзах графыг мѳн тусад 
пъ зурж болно. 

(7-графып хувьд энэ граф нь 6 дугаар зураг дээр 
дурслэгдсэн граф гарна. 

Энэ шинэ графыг О графын гуйцээлт гэж нэр- 
лэдэг ба туунийг О гэж тэмдэглэж заншжээ. О гра- 
фын гуйцээлтийг авбал (зурвал) О граф гарна. О ба 
О графуудын бух ирмэгууд нийлээд мѳн тэр оройнууд- 
тай бурэи графыг бурэлдуулнэ. 

Д а с г а л 

1.2 дугаар зураг дээрх графын гуйцээлтийг зур. 

2. Бурэн граф Ь Т п -ийн ирмэгнйн тоо хэд вэ? 

3§. Изоморф графууд 

(7-графыг (1 дугээр зураг) янз бурээр дурсэлж бо- 
лохыг тэмдэглэе. 

Нэгдугээрт, тууний ирмэгуудийг заавал шулууи 
шугамуудаар 'дурслэх нь алба биш. Ѳмнѳ авч узсэн 
мѳнхуу оройнуудыг бид дурын шугамуудаар холбож 
болно. Жишээлбэл С-графыг 7 дугаар зураг дээрх 
шигээр дурсэлж болно. 

Хоёрдугаэрт, графын оройнуудыг хавтгай дээр бид 
дураар байрлуулж болно. Жишээлбэл О графын орой- 
нуудыг 8 дугаар зураг дээрх шигээр байрлуулж болно. 
Хэрэв 1,7 ба 8 дугаар зургууд дээрх гурван графыг 
спортын тэмцээний явцыг дурсэлж байгаа графууд гэж 
узвэл эдгээр нь чухам ямар ямар.багууд хоорондоо тог- 
лосоп тухай яг ижил мэдээг агуулна. Иймд энэ графууд 
иь ямар нэг утгаараа нэгэн ижил графууд юм. 



7 дугаар зураг 


Хэрэв О і ба ( І 2 гэсэн хоёр граф нь явагдсан тоглол- 
туудын нэг ижил жагсаалтад харгалзаж байвал тэд- 
гээрийг бид изоморф графууд гэж нэрлэж байя. 


А 



Ѳэр угээр хэлбэл хэрэв (7і ба 0 2 графууд изоморф 
бол тэдгээр ІІЬ пэг ижил тооны оройтой бз О і графын 
дурын хоёр, жишээлэхэд В\ ба С х оройнууд ирмэгээр 
холбогдсов байвал О г графын тэдэнд харгалзах В г ба 
С 2 оройнууд бас ирмэгээр холбогдсон байх ба урвуу 
нь ч мѳн биелнэ, 

Ю 


9 дугээр зураг 



1 1 дуга эр зураг 


1,7 ба 8 дугаар зураг дээрх графууд харахад хэдий- 
і >эр ялгаатай мэт боловч энэ тодорхойлолт ёсоор изо- 
морф (ѳѳрѳѳр хэлбэл нэг ижил зохион байгуулалтт чй) 
ірафуудюм. Математикт олонтой хэрэглэгддэг „изо- 
морф“ гэдэг нэр томьёо нь грекийн“ (изо-тэнцуу (адил- 
\:ііі) ба морф хэлбэр (дуре) гэсэн хоёр угээс бутжээ- 
Ѳгѳгдсѳн хоёр граф нь изоморф уу, угуй юу гэсэн 
пгуудлыг шийдэх явдал цѳѳнгуй тохиолдоро. Заримдаа 
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граф изоморф биш байгааг шууд хариулж болію- Жи- 
шээлбэл 9 дугээр зураг дээрх графууд нь тэнцуу биш 
тооны оройтой учир изоморф байж болохгуй. Юдугаар 
зураг дээрх графууд нь ижил биш тооны ирмэгуудтэй 
учраас бас л изоморф байж болохгуй. 



12 дугаар зураг 

Харин 11 дугээр зураг дээрх графууд изоморф биш 
гэдгийг харуулахад арай парийп сэтгэлгээ шаардаг да- 
на. Жншээлбэл нэгдугээр графид эхний оройдоо бу- 
цаж ирсэн 

(1,2), (2,3), (3,4), (4,8), (8,7), (7,6), (6,5), (5,1) 
пайман зэрэгцээ (ѳѳрѳѳр хэлбэл хос хосоороо ерѳнхий 
оройтой) ирмэгуудийн дараалал байхад харин тийм да- 
раалал хоёрдугаар графад байхгуй байна. Иймд хоёр- 
дугаар гргфын оройнуудыг яаж ч тэмдэглэсэн нэгду- 
гээр графын ирмэгээр холбогдсон оройн хос бурийн 
хувьд хоёрдахь графын, ирмэгээр холбогдсон харгалзах 
хосыг бид зааж чадахгуй (Ѵунийг батал). 

Хэрэв хоёр графы г нзоыорф биш гэж яаж батлах 
нь шууд харагдахгуй байвал тэдний изоморф байх ту- 
хай асуудал нь нилээд тѳвѳгтэй байдаг. Жишээ бол- 
гож 12 дугаар зураг дээрх графуудыг авч узье. Энэ 
графууд нь унэн хэрэг дээрээ изоморф юм. 

Д а с г а л 

1.1 ,2,6 дугаар зургууд дээрх графууд хоороідоо изоморф 
биш гэдгийг узуул. 

2. 11 дугээр зураг дээрх хоёр граф хооролдоо изоморф 
байж болохгуйг харуулах бас нэг шалтгааныг заа. 

3.12 дугаар зураг дээрх хоёр графын изоморф байгаа нь 
илт харагдахуйцаар эиэ хоёр графын оройнуудыг тэмдэглэ, 
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4§. Хавтгай графууд 

Олонхи асуудалд графыг яаж дурслэх нь хамаагуй 
байиа, ѳѳрѳѳр хэлбэл, ижил мэдээ агуулж байгаа изо- 
морф графуудыг нэг граф гэж авч узэж болно. Жи- 
шээлбэл графыг анх тайлбарласан шигээ тоглосон 
тоглолтуудын ѳвѳрмѳд маягийн жагсаалт гэж сэтгэхэд 
ч ижил мэдээ бухий графуудыг изоморф гэж узэж бо- 
лох юм. Гэвч зарим тохиолдлуудад графыг тусгай мая- 
гаар зурж болох эсэх тухай асуудал гол лч холбогдол- 
той байдаг юм. 1 ба 7 дугаар зураг дээр дурслэгдсэи 
хоёр изоморф графуудыг жншиж узі>е. Нэгдугээр дээр 
ирмэгууд нь графын орой болдоггуй таван цэг дээр 
огтлолцсон байхад хоёрдугаар дээр графын ирмэгуу- 
дийн огтлолцлолын бух цэгууд нь тууний оройнууд 
болж байна. 

Ирмэгууд нь зѳвхѳн оройнууд дээрээ огтлолцсон 
байхаар зурж болдог графыг хавтгай граф гэж нэр- 
лэдэг. Жишээлбэл 1 цугээр зураг дээр дурслэгдсэи 
О графын хувьд туунтэй изоморф бѳгѳѳд бух ирмэгууд 
нь зѳвхѳн оройнууд дээрээ огтлолцсон граф (7 дугаар 
зураг) оршин байгаа учраас энэ граф нь хавтгай 
граф юм. 

Хавтгай графыг хот ёуурингууд юмуу станцуудыг 
холбосои замуудыг дурсэлсэн газрын зураг гэж узэж 
болно. Жишээлбэл 13 дугаар зураг дээр дурслэгдсэи 
газрын зураг дээр А, В, ... , О-гэсэн 7 станц тэм- 


Ь 



13 дугаар зураг 
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дэглэгдсэп бл тэгэхдээ тэдпмй злрнмууд пь био биотэй- 
гээ АО, ВС, РЕ гэх мэтчилэн замуудаар холбогдсон 
байна. Мен у уний урвуугаар замууд дурсэлсэн газрын 
зу'раг бухнийг хавтгай граф гэж узэж болно. Ямар ч 
хотып дэвсгэр зургийг (жишээлбэл 14 дугээр зургийг 
хар), мен хавтгай граф гэж болох бѳгѳѳд тэгэхэд гу- 
дамж нь ирмэг, гудамжны уулзвар болои талбай нь 
ороіі болно. 

Гэхдээ орчпп уеийн техник бндпий олон тѳгѳѳллийг 
ѳѳрчплсѳп учир одно у ед замуудыг дурсэлсэн газрын 
зураг бухэп II і» тэр болгон хавтгай графаар дурслэг- 
дэхгуй гэдгийг бид (орчни уеийн хѳгжлийн дагуу) ху- 
лээп зѳвшѳѳрѳх ёстой. 
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15 дугаар зураг 



Хоёр замы» огтлолцол дээрээс зорчипид нЭг шугп- 
маас нѳгѳѳ шугамд шилжиж ул чадах тмйм ялгаатай 
тувшингуудээр явсан шугамуудыг одоо уед замы» 
сулжээнд нэмэн хэрэглэх болжээ (15 дугаар зураг). 
Ѳѳрѳѳр хэлбэл тийм янзын зургийг дурслэх графы» 
ирмэгууд нь орой болохгуй цэгууд дээр огтлолцоно 

Дасгал 

1. Ѳѳрийнхѳѳ оршии суудаг орон нутгийн орчны замы і 
сулжээнд харгалзах хавтгай графыг зур. 

2. Ѳѳрийнхоѳ оршнн суудаг хот юмуу зэргэлдээх хотын 
дэвсгэр зурагт харгалзах хавтгай графыг зур. 


5§. Хавтгай графуудын тухай 
нэгэн бодлого 

Одоо бодлого бодоход графыг хэрэглэх талаар хоёр 
жишээ авч узье. Эдгээр бодлогуудьш аль аль нь ч ир- 
мэгууд нь оройнуудаас ѳѳр цэгууд дээр огтлолцоогуй 
байхаар зарим нэг графыг хавтгай дээр зурж болох 
эсэхийг тодруулах асуудалд шилжих юм. Эртішй нэг 
ухаан сорих бодлогыг („Гурван байши» ба гурван худ- 
ги.й» т.ѵхай бодрого") эхний жишээ болгож узье. 



Нэг газар гурван байшин, тэйд орши» суугчдад зо- 
риулса» гурван худаг байв. Энэ орон нутгийн цаг агаа- 
раас болж худагнууд нь уе уе ншргэдэг учраас бай- 
шип бурээс худаг туе бурд хурч очих боломжтой байх 
пь чухал байв. Ямар нэг хугацаа ѳнгѳрсний дараа А, В 



ба С-бпЛшіііігпЙіі хАршу у д хоорондпо нонтоЙ мууЛплц* 
санаас бол ж оммх ба буцах мпмдіпі Гмк* біютэйі ээ дай- 
ралдахгуй байхаар ,ѵ, у, ^-іуршиі худшт хурэх а. 'і му уд 
засацгаахаар шийдиэрлэжээ. 

Бух замууд нь шулууп блйх срдіійп онйрлалд хар- 
галзсан графыг 16 дугаар зураг дээр дурсэлжээ. Энэ 
зам буюу графын ирмэг нь А, В , С бнйінші ба х, у, 
г-худгуудын байрласап цэгуудээг илпштпй олон цэ- 
гууд дээр огтлолцсон байпа. 17 дугппр :іур;іг дзэрх 
шигээр замуудыг байгуулбал илу у огтлолцлым цэгуу- 
дийг 1 хуртэл багасгаж болію. 



Бидиий сонирхож буй асуудал: Харгалзсан граф нь 
хавтгай граф байхаар ѳѳрѳѳр хэлбэл графын ирмэгууд 
оройн Л, В , С, X , V, 2 цэгуудээс ѳѳр хаана ч огт- 
лолцоогуй байхаар замуудыг байгуулж болох уу гэсэп 
асуудал болно. Хичнээн оролдсон ч та пар хэрэгтэй 
шийдийг олж чадахгуй.Гэхдээ дахин дпхин туріним узэж 
оролдоод бодлогыг бид бодож чадахгуй байта явдал 
бодлого уулаасаа бодогдохгуйн матсматикийн баталгаа 
хараахан биш юм. Нарийн баталгаа нь дараахь теоре- 
мээр ундэслэгдэнэ. 

Муруймуудын ту хай Жорданы теорем. К- 
нь хавтгай дээр байгаа тасралтгуй биту у шу- 
гая болог. (Энэ нь олон ѳнцогт, тойрог, эллипс юмуу 
бур ч илуу тѳвѳгтэй хэлбэр бухпй и мир мэг ніугам 
байлс болно) К-шугам нь хавтгай г дотоод ба га- 
даад муж болгон хуваана. 

Дотоод мужийн дуры.н Р цэгиііг гтдтд му- 
жийн ямар ч (3 цэгтэіі холбосон <>у рым тасралт- 



<е 

18 дугаар зураг 

гуй муруй 2,-бухэн нь К-г огтолно (18 дугаар зур- 
гийг хар). 

Жорданы теоремийн нотолж буй зуйл яриагуй уиэн 
гэдэг нь та бухэнд магад мэдэгдэж байгаа байх. Гео- 
метр тѳсѳѳллийн зѳн билэг бидэнд теорем унэн зѳв 
гэдгийн итгэлийг тѳруулж байна. Энэ теоремыг ба- 
талъя гэвэл тийм ч хялбаргуй. Гол хундрэл нь „шугам“ 
гэдэг ухагдхууны нарийн тодорхойлолтонд л оршиж 
байгаа юм. Бид энд энэ тодорхойлолт ба Жорданы 
теоремийн баталгааг авч узэхгуй орхиё.Та бухэн цааш- 
к даа энэ теоремийг илэрхий унэн ѳгуулбэр гэж тооцож 
^іпаарай. 


г 



19 дугээр зураг 

Битуу /б-шугамып дурын хоёр, жишээлэхэд А ба 
Г-цэгийг /С-шугамтай А, У-ээс ѳѳр ерѳнхий цэггуй АУ 
муруйгаар холбоход тѳгсгѳлийи цэгуудийг оруулахгуй 
бол энэ муруй нь нэі^.бол /б-дотор, нэг бол /Г-шуга- 
мын гад на оршйно гэсэ.н зѳп бил гийи илэрхий дугнэлт 
2—144 17 



Жорданы тсорсмээс мѳрдѳн гарна (19 дугээр зургшіг 
хар) 

Битуу шугам К дээр А, В, У, 2 эрэмбээр байрла- 
сан дѳрвѳн цэг байт. Хоорондоо огтлолцохгуй АУ ба 
В 2. шугам татъя. Тэгвэл тэдний нэг нь жишээлэхэд 
АУ нь К дотор нѳгѳѳ В2 иь К шугамын гадаа хэв- 
тэнэ. УуниЙг бид Жорданы теоремийг гшиглан ба- 
талж болох боловч (Жорданы теоремийг баталгаагуй 
авсан шигээ 1 ) баталгаагуй авъя. Эцэст нь К шу- 
гаман дээр А, X , В, У, С, 2 эрэмбээр байрласан 
зургаан цэг (19 дугээр зураг) байг. Тэдннйг холбосон 
АУ, В2, С X гурнаи шугам огтлолцохгуй блйж бо- 
лохгуй. Энэ гурван шугам нь /С-шугамын хувьд гадаад 
ба дотоод хоёр мужид байрласан байх ёстойг анхаар- 
вал эдгээрийн ядаж хоёр нь нэг мужид байрлах уч- 
рпас заавал огтлолцоно. 

Дийсагналцсан гурван хѳрш ба тэдний гурван худ- 
гийіі тухий бодлогод энэ сэтгэлгээг шууд хэрэглэж 
болію. 16 дугаар зураг дээрх граф нь хавтгай граф 
бнйна гэж узьс. Энэ графын 

АХ, ХВ, ВУ, УС, С2, 2А 

прмэгууднйг зурчихвал хавтгай дээр битуу муруй уус- 
пэ. Тэгвэл сая тайлбарласан ёсоор: 

АУ, В2, СХ 

ирмэгуудийг огтлолцоогуй байхаар зурж болохгуй 2 . 


Йорданы теоремийн баталгаа К шугам нь хялбархан толор- 
хойлолттон шугам болох олон ѳпцѳгт байх тохполдолд ч нилээд 
тнвѳгтэй байдаг. 

Курант Р и Роббинс Г, Что такое математика, Гостехиздат, 
М — Л, 1947 гэсэн номын 326 — 328 ба 353 — 355 дугаар талуудад энэ 
теоремийн олон ѳнцѳгт тохиолдлын бурэн баталгааг бас Александ- 
ров А. Д, Выпуклые многограники, Гостехиздат, М — Л, 1950 гэсэн 
номын 69 — 72 дугаар талд, Гильберт Д, Основания геометрии, Гос- 
техиздат, М— 1, 1948, номонд уул номын редакторыи 1 1. К. Ра- 
шевскнйн нэмсэн хэсгийн 409—419 дугээр талуудад энэ теоремийн 
(нилээд тѳвѳгтэй тохиолдлуудын) баталгааг узэж болію. Теоремийн 
ерѳнхий тохполдолд баталсан баталгааг .Успехи математических 
наук" сэтгуулийн 1960 оны 5 дугаар боть, 5 дугаар лэнтрийн Воль- 
верт Э. И, Элементарное доказательство теоремы Жордана (168— 
172 дугаар тал) ба Филиппов А. Ф, Элемсчітпрпое доказательство 
теоремийн Жордана) 173 — 176 дугаар тал гэсэн нгууллуудээс узэж 
болно. 

2 114 дугээр хуудасиы дор біщсэн тліілбпртчюр нэг іі.іт.ілг.ітг 
дурдав. 

18 



Граф гэдэг ухагдхуупыг тайл бард а ж байгаа эпэ 
жишээ та нарт чухал зуйл биш шиг харагдаж байгаа 
байх. Ийм маягийн ухаан сорих бодлогыг ор хэрэггуй 
зуйл гэж ул болно. Ийм бодлогууд нь математикийн 
бухэл бутэн онол уусэн хѳгжихийн эх уусвэр болдог 
явдал цѳѳнгуй байдаг. Тэмдэг, томьёо элбэгтэй байх 
нь математикийн узэл санааны гунэгий шинж болж тэр 
болгон чаддаггуйг самуулъя. 

Хавтгай графыг практикийн чухал бодлогод хэрэглэх 
талаар ѳѳр нэг жишээ дурдъя. Дээр тайлбарласан 
шигээр графыг тѳсѳѳлѳхѳѳс гадна бас графын ирмэгуу- 
днйг янз бурийн газруудыг холбосоп цахнлгпаны шугам 
юм гэж сэтгэвэл, графыг цахилгааи хэлхээшій схем 
гэж узэж болно. Радио хулээи авагч ба зурагт радио- 
пійн нэг загварын цахилгаан схемийг бѳѳнѳѳр уйлдвэр- 
лэх ур ашигтай аргын нэг нь схемийг хуванцар юмуу 
цаасан дэвсгэр дээр металл хальсан хэлбэрээр дарма- 
лаар хэвлэхэд оршино. Гэвч ингэж хэвлэж болдог 
байхын тулд дамжуулагчдын авч узэж буй хэлхээний 
граф нь хавтгай граф байх хэрэгтэй юм. У чир нь хоёр 
нрмэг огтлолцвол системд богино холболт уусгэхэд ху- 
рэх билээ. 

Д а с г а л 

Дѳрвѳи хѳршийн хѳрш туе бур ѳѳрийл байшингаа бусад 
гурван байшинтай ул огтлолцох замуудаар холбожээ. Тэд- 
пий ойр хавьд тав дахь хун байшин барив. 

1. Тэгвэл энэ байшинг ул огтлолцох замуудаар бусад 
бух байшингуудтай холбож ул болохыг батал. 

2. Тэр байшинг ул огтлолцох замуудаар ямар нэг гур- 
вап байшинтай холбож болно гэдгийг узуул. 


6§. Графын ирмэгийн тоо. 

Графыг тэмцээний тоглолтуудын ямар нэг маягийн 
жагсаалт гэж узвэл хоёр баг туе бур бие биетэйгээ 
сайндаа л нэг удаа тоглоно. Гэвч заримдаа жишээл- 
бэл бейсболын* тэмцээн шиг хоёр баг туе бур бие бие- 
тэйгээ хэд хэдэн удаа тоглох ч явдал тохиолдоно. 

Ѵунийг граф дээр харгалзах хос оройнуудыг хэд 


* Ѵунтэй лдплаар жішээлбэл СССР-ьі и хел ГѳмСѳгиги тэр 
гуун шалгаруулах ажнллагаа лвагддаг. Ѵунд баг т\ с Сур буеадтаіі 
2 удаа тоглодог. 

2 * 
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хэдэн ирмэгээр холбои дурсэлпэ (20 а дуглар зураг) 
Энэ уед графыг давхар ирмэгтэй байна гэж хэлиэ. 

А ба 5-гэсэн тодорхой нэг хос оройн хооропд эд- 
гээр оройг холбогч ирмэг бурийг нэг бурчлэн татахын 
оронд зѳвхѳн ганц ирмэг татаж энэ ирмэг хэд дахин 
тоологдох ёстойг заах тоог бичиж болно (20, б дугээр 
зураг). Харин замууд дурсэлсэн газрын зураг дээр бол 
зам нэг бурийг зурах ёс.той гом. 



20 дугаар зураг 


Ямар нэг О графыг тусгаарлагдаагуй А орой нэг 
бурд, тѳгсгѳл нь А байх нэг юмуу хэд хэдэн ирмэг 
байж болно. Энэ ирмэгуудийг А оройд инцидент (Л-д 
тѳгсгѳлтэй) ирмэгууд гэж нэрлэдэг. Энэ ирмэгуудийн 
ТООГ р (Л) гэж тэмдэгл эн Л оройн зэрэг гэж нэрлэдэг. 
Жишээлбэл 1 дугээр зураг дээр дурсэлсэн графып 
оройнуудын зэрэг нь 

р(Л)=р(Я)=р(0)=р(Я)=3; 
р(л>)=4, р(С)==2 байна. 

Графын ирмэгийн тоог олох шаардлага олонтой то- 
хиолдоно. Ирмэгуудийг нэг бурчлэн шууд тоолж болох 
боловч орой туе бур дээрх ирмэгуудийг туе тусад нь 
тоолж энэ бух тоонуудыг нэмж гаргавал хялбар юм. 
Ингэхэд ирмэг туе бур нь энэ ирмэгээр холбогдеоп 
хоёр оройд давхар тоологдох учраас графын нийт ир- 
мэгийн тоо нь дээрх нийлбэрийн хагастай тэнцуу байна. 
Жишээлбэл 1 дугээр зураг дээрх графын ирмэгийн 
тоо нь; 

^-[р(Л)+р(5)+р(С)+р(Л)-}-р(^)Н-р(/ г )]=9 

байна гэдгийг шууд ч шалгаж болно. Энэ ур дуиг ерѳн- 
хий байдлаар томьёолохын тулд ямар нэг О граф Л ь 
А 2 , ■ . • , Л ;і -гэеэн д-оіойтой ба тэдіээрийн ээргууд 


20 



иь харгалзан о(Л,), р(Л 2 ), • • • , ?(Л /! )-тэй тэнцуу байж 
гэж бодъё. Тэгвэл О графын ирмэгийіг тоо N нь ѳмш» 
тайлбарласнаар 

М= — [р(Лі) +?( Л 2 ) + • • • +?(Л„)] (1) 

байна. Дурып графын бух оройнуудын зэргууднйн нийл- 
бэр нь 

п 

2 Р(-^г)—Р(Л1) + р(Л 2 )+ . • - + р(Л/і) 

1 = 1 

ирмэгуудийн тоо хоёр дахин авсантай тэнцуу учир (1) 
томьёоноос энэ тоо нь тэгш тоо байх нь харагдаж 
байна. 

Графын оройнуудыг р(Л') зэрэг нь тэгш тоо байх 
тэгш Л 1 оройнууд, г*(Л") зэрэг иь сондгой тоо байх 
сондгой А" оройнууд гэж хоёр ангилж болію. Жишээл- 
бэл 1 дугээр зураг дээрх графын Л, В, О , ^-оройнууд 
иь сондгой, харин С бз ^-оройнууд иь тэгш оройнууд 
юм. Хэрэв оройнуудыг цагаан толгойн эрэмбээр байр- 
луулбал (2) нийлбэр нь 

3 + 34-2-1-3+3+4=18 

тай тэнцуу байна. Энд сондгой нэмэгдхууний тоо нь 
дѳрѳвтэй тэнцуу учир энэ нийлбэр нь тэгш ЮМ- Ер нь бу- 
хэл тоонуудьш нийлбэр тэгш юмуу сондгой байх нь 
тууний сондгой нэмэгдхууний ТОО тэгш юмуу сондгой 
байхаас хамаарах учир нийлбэрийн тэгш сондгойг олох- 
доо тэгш нэмэгдхуунийг авч узэхгуй орхиж болно. 
Нэгэнт (2) нийлбэр нь ямагт тэгш учир бид дараахь 
дугнэлтэд хурнэ. 

Теорем 1. Дурын графын сондгой оройнуудын 
тоо нь тэгш байна. О нь тэгш тоо учир граф ерѳэ- 
сѳѳ сондгой оройгуй байх тохиолдолд ч энэ дугнэлт ху- 
чинтэй байна. Бух оройнуудын зэргууд иь ижил: 

Р(Лі)=р(Л 2 )=...=?(Л я )=г 


графууд байдаг. Тийм графыг нэг тѳрлийн г-зэр- 
гийн граф гэж нэрлэдэг ба (1) томьёо ёсоор тууний 
ирмэгнйн тоо нь: 


N — 


1 _ 

2 


пг 
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байма. Энд я-пь ірафын орийп тоо юм. 21 а, б зургууд 
дээрх графууд нь харгалзаи гурпв ба дѳрьѳи зэргнйн 
нэг тѳрлийн графууд гом. 




21 дугээр эураг 

я-оройтой бурэн С/ п графын орой туе бурээс улдеэп 
орой бурд я— I ирмэг очих учир ІІ п нь п — 1 зэр- 
гийн нэг тѳрлийн граф юм. Тэг О п графын орой бурийп 
хувьд )=0 байх учир О п иь мѳн чэгэн тѳрлийн граф 
юм. 


Д а с г а л 

1. (1) томьёог 2 ба 6 дугаар зургууд дээрх графууд 
хувьд шалга. 

2. Эдгээр граф туе бур дээр сондгой оройнуудмн тоо 
тэгш байхыг шалга. 




II БѴЛЭГ 


ХОЛБООСТ ГРАФУУД 


1§. Кпоненомтууд 

Хавтгай байх нь албагуй ямар нэг О граф бидэнд 
ві'ѳгдсѳн байг. Энэ графыг замуудыг дурсэлсэи газрын 
зураг гэж сэтгэе. Бид графын ямар пэг А юройгоос 
эхэіж ямар нэг ирмэг буюу АВ замаар явж В станцад 
хурээд В - ээс С - д тэднийг холбосон [ВС замаар хурэх 



Бид энэ аялалд ямар ч хязгаарлалтыг тавихгуйгээр нэг 
оройг хэд хэдэи удаа дайрч гарч ботох ба нэг замаар 
хэд хэдэи удаа явж ѳнгѳрч болно гэж узье. 

Хэрэв бид ийм маягаар явж Т оройд хурч болдог 
байвал Т оройг А оройтой х олбоотой байна гэж хэл- 
нэ. Энэ нь Л-гаас Т - д хурдэг зам байна гэсэн уг юм. 
Ийнхуу явахдаа ямар нэг оройг хоёр юмуу туунээс 
олон удаа дайрч гардаг бол манай замаас ямар нэг би- 
туу шугамыг зайлуулан А оройгоос Т оройд аихны- 
хаас богино замаар явж хурч болно. Нэг ч орсйі 
пэгээс илуу дайрахгуй граф дээрх шугамыг нум гэх 
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нэрлэнэ. Жишээлбэл 22 дугаар зураг дээр дурслэгдсэн 
зам нь нум юм. Графын нэг оройг хэд хэдэи удаа 
дайрч болох боловч нэг ирмэгээр нэг л удаа явах за- 
мыг гинж гэж нэрлэнэ. (23 дугаар зураг). 

Нум бол бух орой пь ялгаатай гинж юм. Туунийг 
мѳн эгэл гинж ч гэж нэрлэдэг. Гинж нь битуу, ѳѳрѳѳр 
хэлбэл, нэг оройгоос эхэлж тэр орой дээрээ ТѲГССѲН 
байвал туунийг цикл гэж нэрлэдэг. Циклийн бух орой- 
нууд ыь хоорондоо ялгаатай байвал туунийг энгийи 
цикл буюу эгэл цикл гэдэг. 



Ингэхлээр цикл нь зарим оройнууд дээрээ огтлолцож 
болох ба харин энгийн циклээр тойроход зѳвхѳн эхний 
орой л тѳгсгѳлийн цэг болж дахин гарч ирнэ. 

Эиэ ойлголтуудыг 1 дугээр зураг дээрх граф дээр 
тіійлбнрлпи. 

I Ірмэгуудпйн 

Лі'ПНі'В 

дпршіл.іл ш. гинж юм. 

АО И ЕВ 

днршілнл нь пум : буюу эгэл гинж юм. Харин 

АЕЕйРВСА 

дараалал нь цикл ба АСВЕЕОА дараалал нь энгийн 
цикл юм. 

Хэрэв графын орой бурийг бусад аль ч оройтой ямар 
нэгэн гинжээр холбож болдог байвал туунийг холбоост 
граф гэнэ. Тэг графаас бусад дээр авч узсэн бух 
графууд нь холбоост графууд юм. Холбоост бит гра- 
фын зарим оройгий нь ѳгѳгдсѳн А оройтой гинжээр хол- 
бож болохгуй. А оройтой гинжээр холбож болдог тийм 
бух оройнууд, туунтэй индидент бух ирмэгууд хамтдаа 
А оройн холбоост компонентийг уустэпэ. Ингэхлээр 
граф бухэлдээ бие биетэйгээ ирмэгээр ч, гинжээр ч 
холбогдоогуй тусгай тусгай холбоост коміюнентууд 
болон хуваагдана. 
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24 дугээр зураг 


24 дугээр зураг дээр дѳрвѳн холбоост компонентээс 
тогтсон бѳгѳѳд нэг компонент нь тусгаарлагдсан цэг 
байх тийм графыг дурсэлжээ. Эпэ графыг, жишээлбэл, 
арал бур нь замын холбоост системтэй булэг 
арлыг дурсэлсэи газрын зураг гэж узэж болно. Хол- 
боост биш графыг судлах нь тууний холбоост компонент 
пэг бурийн чанарыг судлахад хургэдэг учир графы» 
онолд голчлон холбоост графуудыг авч уздэг. 


2§. Кёнигсбергийн гууруудийн тухай бодлого 

Ѵусэн хѳгжсѳн он, сар нь мэдэгддэг математикийн 
цѳѳн салбар байдгийн нэгэнд нь графын онол ордог юм. 
Графы» тухай анхны ажлыг швейцарын математик» Лео- 
нард Эйлер (1707—1783) Петербургийн Шинжлэх Ухаа- 
»ы Академийн хэвлэлд 1736 онд хэвлуулжээ. Эйлер нь 
шинжлэх ухааны туухэнд нэрээ гоц улдээсэн эрдэмт- 
дийн нэг байв. 1727 онд дѳнгѳж 20 нас хурч байхад нь 
туунийг Оросын шинжлэх ухааны академи урин авчирч 
ажиллуулжээ. Тэр, математик, физик ба одон орны су- 
далгаанд биеэ зориулахаасаа ѳмнѳ шашны сургаал, 
дорно дахины хэл ба хун эмнэлгийг судалж байв. Тэ- 
рээр энэ бух салбаруудаар гялалзсан амжилтанд хурч 
маш олон тооны бутээл туурвижээ. 

Графын тухай ажлаа бичих уед тууний ѳрѳэсѳн нуд 
хараагуй болсон ба ѳтѳл насандаа бурмѳсѳн сохорсон 
боловч тууний ажлын эрчим суларсангуй. Нилээд дээр 
уеэс Швейцарын математикчид, тухайлбал тууний тѳ- 
рѳлх Базель хотын математикчид Эйлерийн зохиолын 
бурэи эмхтгэлийг хэвлэж эхэлсэн бѳгѳѳд одоо 50 боть 
хэвлэгдээд байна. Анхандаа нийт ботийн тоо 100 орчим 
болох байх гэж узэж байсан нь одоо 200 дѳхѳх нь 
гэж узэж байна. 
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25 дугаар зураг 


Эйлер графын тухай ажлаа «Кёнигсбергийн гууруу- 
дийн тухай бодлого» гэдэг нэг ухааи сорих бодлогыг 
авч узсэнээр эхэлжээ. Кёнигсберг (одоогийн Калинград) 
хот нь Прегель (Преголи) голый хоёр талд хоёр арал 
дээр оршино. Хотын хэсгууд хоорондоо долоон гуурээр 
холбогдоно. Бутэн сайн ѳдѳр хотын хумуус хотоор зу- 
гаацаж явна. Гэрээсээ зугаацахаар явсан хун гуур бол- 
гоноор яг нэг нэг удаа гараад гэртээ буцаж ирж бо- 
лох уу гэсэн асуудал байв. 25 -дугаар зураг дээр 
Кёнигсбергийн газрын тоймлосон зургийг дурслэв. Хо- 
тын дѳрвѳн хэсгийг А, В, С ба О усгээр тэмдэглэ- 
жээ. Гууруудээр тарах тухай асуудлыг л бид сонирхож 
байгаа учраас Л, В, С, Э-г ирмэгууд “ нь^ гууруудэд 
харгалздаг ямар нэг графын оройнууд гэж узэж болію. 
Энэ графыг 26 дугаар зураг дээр дурслэв. 
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26 дугаар зураг 



Энэ граф иь гачц цикл биш ѳѳрѳѳр хэлбэл аль ч 
пройгоос эхэллээ ч.ямар ч ирмэгээр 2 удаа оролгуйгээр 
бух графыг тойрч анхны оройдоо эргэж ирж чадахгуй 
гэдгийг Эйлер узуулжээ. Ѵнэндээ тийм цикл оршии бай- 
сансан бол графын орой бур дээр хичнээн ирмэг ирсэн 
байна тууиээс тѳчнѳѳн ирмэг гарсан, ѳѳрѳѳр хэлбэл орой 
бур дээрх ирмэгийн тоо нь тэгш байхсан билээ. Гэтэл 
энэ нѳхцѳл Кёнигсбергийн газрын зургийг дурсэлж буй 
графын хувьд биелэхгуй нь илэрхий. 


3§. Эйлерийн графууд 

Эйлер ѳѳрийн ажилдаа Кёнигсбергийн гууруудийн 
тухай бодлогын шийдийг тайлбарлаад ямар графид ир- 
мэг бурийг нь зѳвхѳн нэг удаа агуулсан циклийг олж 
болох вэ? гэсэн графын онолын нэгэн ерѳнхий асуудлыг 
дэвшуулжээ. Тийм циклийг бид Эйлерийн шугам, 
харин Эйлерийн шугамтай графыг Эйлерийн граф 
гэж туе туе нэрлэе. 

Граф Эйлерийн шугамтай байхын тулд граф нь хол- 
боост граф байх ёстой. Кёнигсбергийн гууруудийн ту- 
хай бодлогоос узсэн ч Эйлерийн шугам бур нь орой 
туе бурд хэдэн удаа орсон байна, тууиээс тѳчнѳѳн удаа 
гарсан байх ёстой. Ѳѳрѳѳр хэлбэл графын оройн бурийн 
зэрэг нь тэгш байх ёстой нь илэрхий байна. Граф 
холбоост байх ёстой ба тууний бух оройнуудын зэрэг 
нь тэгш байх ёстой гэсэн граф Эйлерийн шугамтай 
байхын хоёр зайлшгуй нѳхцѳлийг бид олов. Эдгээр нѳх- 
цѳлууд нь мѳн хурэлцээтэй гэдгийг Эйлер баталжээ. 

Теорем 1. Бух оройнуудын зэрэг нь тэгш 
холбоост граф Эйлерийн шугамтай байна. 

Ба тал г а а. Бид ямар нэг А оройгоос 2 гинжийг 
эхэлж ѳмнѳ авагдаагуй шинэ шинэ ирмэг оруулан болол- 
цооны хэрээр аль болох хол ургэлжлуулжээ гэж бодъё. 
Графын ирмэгуудийн тоо тѳгсгѳлтэй учир энэ процесс 
нь хэзээ нэг цагт тѳгеѳнѳ. Нэгэнт орой бур дээрх 
ирмэгийн тоо тэгш учраас эхний оройгоос бусад орой 
бурээс тарах гарц бий. Ийм учраас 2 гинж нь эхний 
А орой дээрээ ирж тѳгеѳх ёстой (27 дугяар зургийг 
хар). 

Хэрэв 2 нь графын бух оройг дайрдаг бол энэ ігь 
бидний еонирхож байгаа Эйлерийн шугам маань болно. 
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Хэрэн А іи. і рафыи зарпм оройічюр да мжихгу Гі бол 
А. гиижид харьпалагдахгуй, ямар иэг ирмэгт инцидент 
бѳгѳѳд маиай гипж дээр орших ямар нэг В орой ол- 
доно. Нэгэнт А. гинж нь В орой дээрээ тэгш тоопы ир- 
мэгтэй учир А-а хамаардаггуй, 5-гээс гарсан ирмэгуу- 
дийн тоо нь мѳіі тэгш байна. Эпэ дугнэлт бусад бух 
оройнуудын тухайд ч хучинтэй. 

Одоо бид А гинжид хамаардаггуй ирмэгийг хэрэглэн 
оройгоос шипэ гинжийг эхэлье. Эпэ гинж іи. В цэг 
дээр ирж тѳгеѳх пь илэрхий. Тэгвэл А цэгээс эхэлеэн 
урьдахаас урт цикл олдоно. Ѵупий тулд А цэгээс В 



болно (27 дугаар зургийг хар), хэрэв бид бух графыг 
бас л тойрч чадаагуй бол энэ замыг дахин ѳргѳтгѳж 
болпо гэх мэт цааш ургэлжлуулбэл бидиий соиирхож 
буй Эйлерийн шугам гарна. 

Эйлерийн шугамыг зурах тухай бодлого, ѳѳрѳѳр 
хэлбэл цаасан дээр ямар нэг шугам будгээр дурслэгд- 
сэн байхад туун дээгуур харандаагаа салгалгуй явуулж 
тодруулахдаа урьд нь тодруулсан хэегийг давталгуй- 
гээр бух шугамыг тодруулж болох эсэхийг тогтоох 
тухай бодлого нь матсматикнйн зугпатай бодлогын ихэд 
дэлгэреэн хэлбэрюм. 

Бид энэ хуртэл гргфын ирмэг бурээр яг пэг нэг 
удаа дайрсан циклийн тухай авч узлээ. Тэгвэл одоо 
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Иіім чанартай гиижийг эрж олох тухай бодлогыг авч 
узэж болно. А оройгоос эхэлж бух ирмэгээр НЬ яг нэг 
ііэг удаа дайрч ямар нэг ѳэрээр В оройд ирж тэгссэн 
тийм Х(А, В) гинж графад байна гэж бодъё. Энэ гипж 
А оройгоос эхлэн явавч суулдээ мэгадгуй А оройд нэг 
биш удаа буцаж ирсэн байж болох юм. Хэрэв энэ 
гинж нь орой дээр тѳгсѳхгуй бол А орой НЬ сондгой 
орой байх ёстой. Уунтэй адил шалтгаанаар В орой нь 
сондгой байх ба гэтэл графын бусад бух оройнууд нь 
тэгш байна. Энэ нь бндннйг дараахь теоремд хургэнэ. 

Теорем 2. X олбоост графад , ту уний бух ирмэ- 
гийг яг нэг нэг удаа агуулсан Х(А,В) гинжпэй 
байх гарцаагуй ба хурэлцээтэй нѳхцѳл нь зѳвхѳн 
Л, В хоё р л графын сондгой орой байх явдал мѳн. 

Батлахын тулд графад шинэ АВ ирмэгийг нэмж зур- 
нал л хангалттай. Тэгвэл графын бух оройнууд нь 
тэгш болно. Энэ шинэ граф нь эмнэх теорем ёсоор Эй- 
лерийи ямар нэг Р шугамтай байх ба хэрэв бид Р 
шугамаас АВ ирмэгийг зайлуулбал эрж буй Х(А, В) 
гинж улдэнэ. Жишээ болгон 6 дугаар зураг дээр дур- 
еэлсэн графын РСРВАЕС гинжийг дурьдаж болію. Энэ 
граф нь В ба С гэсэн хоёр л сондгой оройтой байна. 

Олсон ур дунгуудээ эргѳтгэхийг математикчид ямагт 
хнчээдэг билээ. Дурын графид аль ч хоёр нь ерэнхий 
прмэггуй нийтдээ бух графыг бурхэж чаддаг тийм хам- 
гийн цѳэн тооны гинжийг олохыг бид хичээе. Хэрэв 
графыг дурдсан чаиар бухий гинжуудээр бурхэж бол- 
догсон бол графын сондгой орой бухэн пь ядаж нэг 
тийм гинжийн эхний ба тѳгсгэлийн цэг нь тодорхой 
болж эсрэг тохиолдолд тэгш болоход хурнэ. Нэгдугээр 
булэгт узуулсэн ёсоор графын сондгой оройнуудын тоо 
тэгш. Жишээлбэл 2 к гэсэн, тоо байна. Иймд графыг 
бурхдэг гинжуудийн бул X пь доор хаяж к гинжээс тог- 
тох ёстой. 2 к ширхэг сондгой орой оршин байх нь тийм 
к гинж оршин байхын хурэлцээтэй нѳхцэл мѳн гэдгийг 
одоо бид узуулье. 

Теорем 3. 2 к сондгой оройтой дурын холбоост 
графад нийтдээ графын бух ирмэгуудийг яг нэг 
нэг удаа агуулдаг гинжээс тогтсон бул ол- 
доно. 
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Ват ал г а а. Графин сопдгон ороіпіууды г я мар иэг' 
эрэмбээр авч 

Лі, Л 2 , А з, •••, А к ; В і, В 2 , В к 

гэж тэмдэглэе. 

Хэрэв бид манай графад 

А { В и А 2 В 2 , • • • А к В к 

гэсэн к ігрмэг нэмбэл тууний бух оройнууд ІІЬ тэгш 
болох ба энэ графад Эйлерийн шугам Р олдоно. Нэм- 
сэн ирмэгуудийг злйлуулбал Р шугам нь графын бух 
ирмэгийг агуулеан к ширхэг гинж бол ж хувирна. 

1 дугээр зураг дээр дурсэлсэн грік|)і,іг ЖИШЭЭ бол- 
гоп авъя. Энэ нь А, В , О, Е гэсэп дѳрвѳи сондгой 
оройтой ба ЕВЕА, ВСАОЕЕО гэсэп хоёр гиижээр 
бурхэгдэнэ. 

Д а с г а л 

1. 28 дугаар зураг дээрх граф туе бурийг бурхэхэд 
хичнээп гинж хэрэгтэй болохыг тодорхойл. 

2. Дээр авч узсэн бух графуудьм хувьд I дугээр дас- 
галд тавьсан асуудлыг хариул. 



3. Дѳрѳв ба таваи оройтой бурэи графуудыи хувьд тэд- 
нийг бурхд>г гинжуудийг ол. Гаргаса.* ур дунгуудээ ѳр- 
гѳтгѳхийг хичээ. 


4 §. Зѳв замыг эрэх 

Я мар ч узэегэлэнгийн дэвегэр зураг (план) нь Эй- 
лерийп граф байх ёстой баймаар байна. Тэгвэл, узэгчид 
узмэр буі'.ш'іг яг нэг иэг удпа узэж ѳшѳрѳхийи тулд 
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яаж ямар чнглэлээр явбал зохихыг запели тэмдгууднйг 
узэегэлэнгийн байр дотуур байрлуулан тэвьж болохсон 
билээ. Узмэрууд нь амьдралд ихэвчлэн тохиолддог шиг 
узэегэлэнгийн дэвегэр газраар явж ѳнгѳрдѳг бух за- 
муудын хоёр талаар байрласан байжээ, гэж узье. Тэг- 
вэл узэегэлэнгийн дэвегэр зурагт харгалзах граф нь 
(хэрэв граф холбоост л бол) ямар ч байлаа гэсэн узэгч- 
дийг зам нэг бурээр хоёр удаа, ѳѳрѳѳр хэлбэл чиглэл 
бурээр нэг нэг удаа явсан байхаар газарчилж болдог 
байна. Уунийг батлахын тулд графын бух ирмэгуудээр 
чиглэл бурээр яг нэг удаа дайрч ѳнгѳрдѳг гинжнйг бай- 
гуулах ерѳнхпй дурмпйг ѳгье. Вид энэ гпііжпйг дурим 
Л 0 оройгоос эхлэн ямар нэг е 0 = (Л 0 , Л,) ирмэгээр 
явж, бидний сонгон авсаи чиглэлийг зааеан бяцхаи су- 
мыг Л і цэг дээр тавьж энэ ирмэгийг тэмдэглэе. Да- 
раагаар нь ѳѳр оройнуудад дараалан шилжье. Ингэхдээ 
тодорхой нэг орой дээр хэд хэдэн удаа ирж болох юм. 
Вид ямар нэг орой дээр ирмэгцээ харгалзсам ирмэгт 
иреэн чигийг зааеан сумыг тавьж байх болно. 

Туунээс гадна ямар нэг орой дээр анх удаагаа ир- 
вэл энэ оройд хурч иреэн ирмэгээ бусдаас хожим ял- 
гаж чаддаг байхын тулд туунийг ямар нэг онцлог тэмд- 
гээр бид тэмдэглэж байя. Оройгоос гарахдла бид 
урьд нь хэрэглээгуй чиглэлийг ямагт сонгож авч байх 
болно. Тодорхой хэлбэл урьд нь ор явж ѳнгѳрѳѳгуй 
ирмэг юм уу эсвэл туугээр бид хурч иренийг пь заа- 
еан сумтай ирмэгийг хэрэглэж байх болно. Ашнглаг- 
даагуй чиглэлтэй тарах ирмэгийг соигох боломжгуй 
болчихвол, сая, бид энэ оройд анх туугээр иреэн нрмэ- 
гээ тарах ирмэг болгон ашиглахаар тохиров. Энэ яр- 
вигтай замыг боломжийп хэрээр бид ургэлжлуульо. 
Манай графын орой бур тарах ба орохын и жил тооны 
боломжтой байна. Ийм учраас энэ ажиллагаа нь зѳвхѳн 
анхны Л 0 орой дээр л тѳгеѳж болно. Одоо графын бух 
оройнууд дээр ирмэг бурийг хоёр чиглэлээр явж ѳп- 
гѳрсѳи гэдгийг л шалгах улдлээ. 

Л 0 -цэгийн хувьд туунээс гардаг бух ирмэгууд ашиг- 
лагдеан байх нь илт. Тийм биш бол бид дааш явж ча- 
дах тул бух ордог ирмэгууд ч бугд хэрэглэгдчихсэн 
болно. Учир нь тэдний тоо нь гардаг ирмэгуудийн тоо- 
той тэнцуу билээ. Тийнхуу г 0 = (Л 0 , Л|) ирмэгийг хоёр 
чиглэлийн дагуу явж ѳнгѳрсѳн байна. Энэ нь оройд 
инцидент бух ирмэгуудийг мѳн хоёр чиглэлийн дагуу ч 
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яп ж ѳіігѳроои гэсэм у г ЮМ. У чир пь Л, оройд ХЯМГИЙН 
э.хлээд орі'оп Л 0 Л г ирмэг иь дээрх нѳхцѳл ёсоор гар- 
даг ирмэг бол ж зѳвхѳн хамгийн эцэст ашиглагдах ёс- 
той билээ. Мѳн энэ сэтгэлгээг дараагийн Еі = (Л ь Л 2 ) 
ирмэг ба дараагийн А 2 оройд гэх мэтчилэн хэрэглэж 
болію. Ийм учраас хурч болдог бух оройнуудын бух 
нрмэгуудийг хоёр чиглэлээр нь явж ѳнгѳрч болно. Нэ- 
гэнт мзнай граф нь холбоост граф учир тууний бух ир- 
мэгуудийг пь чиглэлээр нь явж ѳнгѳрч болно. 

Графын бух ирмэгуудээр ннгэж явж ѳнгѳрѳх энэ ар- 
гыг олоп зорилгод ашиглаж болно. Жишээлбэл Лаби- 
ринтаас гарч болох замыг олоход юмуу эсвэл хэрэв та 
нар олон салаалсан ямар нэг агуй дотор санамсаргуй 
тѳѳрчихвѳл агуйгаас тарах замыг эрж олоход энэ ар- 
гыг хэрэглэж болно. 


Д а с г а л 

I. Энд тайлбарласан аргыг 1 булгийн 1 §-ийн графуудад 


хэрэглэ. 




5 §. Гамильтоны шугам 

Ирландии нэрт математики сэр 1 Уильям Роуэн Га- 
мильтон 1859 онд ухасн сорих иэг ѳвѳрмѳц тоглоомыг 
зохиож худалдаанд гаргажээ. Тууний ундсэн хэсэг нь 
модоор хийсэн зѳв додекаэдр (29 дугээр зураг) байв. 
Додекаэдр нь зѳв олон талстуудын нэг ба тэр нь 12 
зѳв таван ѳнцѳгт 20 оройтой бѳгѳѳд орой нэг бур дээр 
пь гурван ирмэг нийлнэ. 

Гамильтоны додекаэдрийм орой нэг бур Брюссель, 
Кантон, Дели, Франкфурт гэх зэрэг томоохоп хотуудыи 
нэрээр тэмдэглэгдсэн байв. Додекаэдрийн ирмэгуудийн 
дагуу явж хот нэг бурээр яг нэг удаа дайрч тарах за- 
мыг олоход тоглоомын зорилгоор оршиж байв. Тоглоо- 
мыг сонирхолтой болгохын тулд эхпий ХЭДЭІІ хоты г 
ямар эрэмбээр дайрч ѳнгѳрѳх нь урьдчилап тогтоогд- 
сон байв. Додекаэдрийн орой бурд хадсаи том тавтай 
хадааснуудад утсыг ороон торгоож, энэ утсаар явж 
ѳнгѳрсѳн замаа тэмдэглэдэг байв. Ийм додекаэдр хэ- 
тэрхий пусэр байсан учир Гамильтон олон талстыг. 
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1 Англи хэл дээр эрэгтэн хуид хаидаж хэлэх .чуплэтгьлпі и уг. 



тууний ирмэгуудийн уусгэдэг графтай изоморф хавтгай 
графаар (30 дугаар зураг) сольж зохиосон тоглоомыи- 
хоо ѳѳр нэг хувилбарыг санаачилжээ. 



Додекаэдраар аялах тухай энэ бодлого нь ямар нэг 
оргѳн амжилтад хурээгуй юм. Гэвч математикчдын 
дунд энэ бодлогын тухай дурсамж хадгалагдан улд- 
жээ. Тийнхуу графын орой бурийг яг нэг нэг удаа 
дайрсан циклийг грарыи Гамильтоны шугам гэж 
одоо нэрлэх болсон юм. Гамильтоны шугам нь орой 
бурийг яг хоёр ирмэгээр дайрч ѳнгѳрѳх учир -тэр нь 
ерѳнхийдѳѳ графын бух ирмэгийг бурхэж чадахгуй. 30 
дугаар зураг дээр дурслэгдсэи цикл нь Додекаэдрийн 
Гамильтоны шугам юм. 

Эйлерийн ба Гамильтоны шугамуудын хооронд 
длэрхий тѳсѳѳ байгаа нь бидэнд ажиглагдаж байна. 
Эйлерийн шугам графын ирмэг бурийг, Гамильтоны 
шугам орой бурийг дайрч ѳнгѳрнѳ. Хэдийгээр ийм тѳ- 
сѳѳ байгаа боловч энэ бодлогууд нь хунд хѳнгѳнийхѳѳ 
талаар ялгаатай юм. Ямар нэг граф Эйлерийн граф мѳн 
уу, биш уу гэдгийг мэдэхийн тулд тууний бух орой 
тэгш уу гэдгийг л шалгавал хурэлцээтэй. Гэтэл Га- 
мильтоны шугамын хувьд тийм ерѳнхий шинжуур одоо 
хуртэл олдоогуй байгаа нь графын онолын олон асуу- 
дал нь тодорхой графуудад Гамильтоны шугам бий юу? 
гэдгийг хариулахад хургэдгийг анхаарвал нэп харамсал- 
тай юм. 

„Хэсэн явагч худалдаачны тухай бодлого" нь Га- 
мильтоны шугамыг эрэх бодлогыг санагдуулдаг ба эиэ 
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бодлогыг бодох ерѳнхий ирга бпс л бидэчд мэдэгдээ- 
гуй байт. Хосэм явагч худалдаачин гэртээ буцаж ирэ- 
хийн ѳмнѳ хэд хэдэн хотоор орох ёстой болжээ. 

Худалдагч энэ ажлыг аль болох хурдан юмуу, эс- 
вэл аль болох бага зардалтайгаар хийх сонирхолтой нь 
мэдээж. Хотуудьш хоорондох зам, тэдний хооронд янз 
бурийн эрэмбээр аялах зардал, хугацаа, тооцоолсон эл- 
дэв хувилбаруудыг авч узэн тэднийг дараалан жиших 
аргаар энэ бодлогыг бодож болох юм. Хотуудын тоо 
олон байвал ингэж бодох нь бараг бололцоогуй шахам 
бодлого. Гэвч зарим нусэр тохиолдолд энэ бодлогыг 
бодсон байдаг. Жишээлбэл Америкийн нэгдсэн улсын 
гол хотуудыг дайрсаи агаарып хамгийн богино циклза- 
мыг тодорхойлсон байна. 



Д а с г а л 

1. 1 ба 2 дугаар зураг дээрх графуудад Гамильтоны 
шугам бий юу. 

2. А ] хотод суудаг худалдаачин Л 2 , А 4 хотуудаар 
явахаар шийджээ. Хотуудын хоорондох зай нь: 

А, А 2 = 120; А г А г = 140, А,А 4 = 180 
А 2 А^ — 70, А 2 А 4 — 100, А^А 4 = 110 
байв. А)Хотоос гарч бусад гурван хотыг дайрсан хамгийн бо- 
гнко цикл замыг ол. 

6 §. Ухаан сорих бодлогууд ба графууд 

Ѳмнѳ зуйлд бид графьш нэгэн оройгоос нѳгѳѳд 
очсон замыг эрж олох асуудлыг сонирхсон билээ. Ийм 
бодлогуудыг ямар нэг тоглоомын тѳрѳл мэт узэж бо- 



лох ба хэдийгээр эдгээр бодлогууд гэнэн зугаа мэт 
слпагдавч уунд л ухаан сорих олон бодлого ба зарим 
іоглоомуудын гол агуулга нь оршдог юм. 

,,Усчны тухай бодлого” гэдэг эртний нэг бодло- 
II, іг ашиглан ѳмнѳ дурдсан зуйлийг тайлбарлая. Чоно 
(ч), ямаа (я), шуудай байцааг (б), усчинг (у) гол гаргах 
хэрэгтэй болжээ. Усчин жижигхэн завьтай учраас нэг 
ээлжинд дээрх зуйлсийн зѳвхѳн нэгий нь л авч гарч 
болох байв. Туунээс гадна чоныг ямаатай хамт эсвэл 
ямлаг байдаатай хамт улдээж болохгуй байв. Тэгвэл 
яаж усчин эдгээрийг ус гаргах вэ? Энд байж болох бух 
тохиолдлуудыг бид авч узье. 

Эхний ээлжинд зѳвхѳн ямааг л авч гарч болох нь 
илт. Тэгвэл анх байсан у, ч, б гэсэн гурван юм ч^гэ- 
с'эн булгээр солигдоіад. Дараа нь усчин буцаж ирнэ. 
Тэгвэл у, ч, б гэсэн булэг гарна. Хоёрдугаар ээлжинд 
тэр нэг бол ч-г нэг бол б-г авч гарч болох ба уунтэй 
хиргалзан нэг бол б, нэг бол ч улдэнэ. Энэ хоёр тохиолд- 
лі.ін алинд ч усчин я-г буцааж авчрах хэрэгтэй болох 
б і тэгвэл наад эргэн дээр нэг бол у, я, б гэсэн булэг 
улдэнэ. Дараагийн ээлжинд тэр ч-г эсвэл б-г авч тарах 
ба наад эргэн дээр зэвхѳн я л улдэнэ. Эцэст нь тэр ган- 
цаараа буцаж ирээд я-г гаргана. 


О- -О — 

Вг 


31 дугээр зураг 

Иймд энэ хялбар бодлогын хувьд 31 дугээр зураг 
дээр дурслэгдсэн хѳдѳлгѳѳнууд л боломжтой байна. Энэ 
нь бодлогын шийдийг хоёр аргаар олж болохыг Харуулж 
байна. Арга туе бур нь у, ч, я, б гэсэн анхны байдлыг 
эцеийн „хоосон' 1 байдалтай холбосон ямар нэг гинжээр 
тодорхойлог доно . 

„Хартай гурван хар хуний тухай бодлого” Энэ бод- 
логотой маш тѳеѳѳтэй юм. Эрэгтэй, эмэгтэй гурван хос 
бутэн сайн ѳдѳр голын эрэг дээр ирж зѳвхѳн хоёр хун л 
сууж болох бяцхан завь олжээ. 
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Энэ бодлогын бололцоот хѳдѳлгѳѳнийг графыг зурж 
тэд ус яаж гатлах аргыг зааж ѳгѳхийг уншигчдад ул- 
дэ*е. Энэ жишэѳнуудэѳс харвал графыг ямар нэг тог- 
лоом гэж узэж болох байна. Тууний оройнууд яъ яга 
бурийн байрлал ба ирмэгууд нь уул тоглоомын дурэмд 
зѳвшѳѳрѳгдсѳн хѳдѳлгѳѳнуудэд (нуудлуудэд) харгалза- 
на. Графын ирмэгээр явж ѳгѳгдсѳн нэг байрлалаас нѳ- 
гѳѳд хурч болох эсэхийг ТОГТООХОД ТОГЛООМЫН ГОЛ 30- 
рилго оршино. Ѳгѳгдсѳн хоёр байрлал иь графын 
холбоост нэг компонентод хамаарах уу, угуй юу гэж 
энэ бодлогыг графын онолын хэлэн дээр томьёолж 
бол но. 

Шатрын хѳлгѳн дээр жирийн дурмээр морь нуух 
пуудлуудийг дараагийн хялбар жишээ болгон авч узье. 
Шатрын хѳлѳг нь 64 буудалтай учир харгалзах граф нь 
64 оройтой байна. Дурын эхний буудлаас мориор дурын 
ѳѳр буудалд хурч болохыг харахад хялбархан юм. Иймд 
энэ тоглоомын граф нь холбоост граф юм. Шатрын ту- 
хай эртний зарим гар бичмэлуудэд морь ямар нэг ду- 
рын буудлаас эхлэн нууж буудзл бурд нэг нэг удаа 
(Зууж эхнийхээ буудалд эргЭж ирж болох уу? гэсэн 
асуудал тохиолддог. 

Энэ пь манай графад Гамильтоны шугам олох бод- 
логотой адил чанартай болох нь илт. Энэ бодлогын олон 
шийд байдэг. Тэдний нэгий нь 32 дугаар зураг дээр 
узуулжээ. Моринд шатрын хѳлгѳн дээр боломжит хѳ- 
дѳлгѳѳн нилээд олон бий. Нуудэл бурийг яг нэг нэг 
удаа агуулсан тийм цикл оршин байх уу гэсэн асууд- 
лыг тавьж болно. Энэ нь манай графад Эйлерийн шу- 
гам байгуулахад харгалзана. Дээр тогтоосон ур дун 
ёсоор энэ асуудлыг шийдвэрлэхийн тулд графын бух 
оройнууд тэгш эсэхийг тогтоох ёстой юм. Буудал нэг 
бурийн хувьд энэ буудлаас морь хэдэн янзаар нууж 
болохын тоог, ѳѳрѳѳр хэлбэл, харгалзах графын бух 
оройнуудын зэргийг буудал нэгбурийн хувьд зааж, 33 
дугаар зураг дээр дурсэлжээ. Эндээс узвэл 8 буудал 
нь сондгой зэрэгтэй байна. Ингэхлээр энэ граф Эйле- 
рийн шугамтай байж болохгуй. 

Д а с г ал 

1. Шатрын холгѳн дээр морь хэдэн янзаар нууж бо- 
лох вэ? 

2. Шатрын ноЗаы хувьд харгалзах бодлогуудыг бод. 

3.33 дугаар зураг дээр мер бурийн тооіуудын нийлбэр 

нь багана бурийн тоонуудын нийлбэр нэгэн ижнл 260-тай тэн- 
цуу байхыг шалга. 



III БѴЛЭГ 

МОД 


1 §. Мод ба ой 

Циклуудийг агуулаагуй холбоост графыг мод гэж 
нэрлэдэг. Тухайлбал тийм граф нь давхар ирмэггуй байна. 
Хос орой бурийн хувьд тэднийг холбосон ганц гинж ор- 
шин байх нь модын тодорхойлолтоос мѳрдѳн гарна. 



Ерѳнхийдээ хэрэв граф холбоост биш ба циклуудийг 
агуулаагуй бол тууний холбоост компонент бур нь мод 
байна. Тийм графыг ургамлын судлалын мэр томьёог 
хэрэглэн ой гэж нэрлэдэг. Модыг байгуулахын тулд 
ямар нэг. Л„ оройг сонгон авна. А 0 оройгоос туунтэй 
. зэргэлдээ Лц, А 12 , ... А 2 1, Л 22 • •• гэх мэтчилэн орой- 
ну.удад ирмэгуудийг татна (34дугээр зураг). Анх сон- 
гон авсан Л 0 оройг модны ундэс гэж нэрлэх ба модны 
орой бурийг тууний ундэс гэж узэж болію. Нэгэнт мод 
циклгуй учнр Л 0 оройгоос гарсан ялгаатай гинжууд (мѳч- 
рууд) нь жинхэнэ модны м&чрууд шиг бие бяеэсээ тусгаар- 
лагдсан байна. Тийм графын мѳчнр бур нь тѳгсгѳлийн ир- 
мэг буюу туунээс ганц ч ирмэг гараагуй тийм эдсийн 

38 " ' 



рройтой ирмэгтэй байна. Энэ тайлбар ёсоор модыг тууннй 
оройнуудад ирмэг дараалан нэмж залган байгуулж болох 
нь харагдаж байна. Энэ нь модны ирмэгийн тоог тооцож 
олох боломж ѳгнѳ. Хамгийн хялбар мод нь зѳвхѳн ганц 
ирмэгтэй бугоу бур тодорхой хэлбэл, тэр нь хоёр орой 
ба нэг ирмэгээс тогтоно. Мѳчрийн тѳгсгѳлд нэг ирмэг 
нэмэх болгонд л нэг орой нэмэгдэх учраас дараахь дуг- 
нэлт хучинтэй. 

Теорем 1. п-оройтой мод нь п—1 ирмэгтэй 
байнй. 

Ганц' мод авч узэхийн оронд компонент бур нь мод 
байх к компоненттай ойг одоо авч узье (35 дугаар 
зураг). 
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Компонент туе бурийн ирмэгийн ТОО нь тууний оройн 
тооноос нэгээр дутуу байх учир дараахь теорем ху- 
чинтэй. 

Теорем 2. п оройтой, к комионенпаас тогт - 
сон ой нь п — к ирмэгтэй байна. 


Модыг олон зуйлд хэрэглэж болію. Ангилааны про- 
цесс бухэн ямар нэг модоор дурслэгддэгийг энд тэм- 
дэглэе. Жишээлбэл 34 дугээр зургийг шуудангийн за- 
хидал ангилах процесс гэж узэж болію. Анх байсан 
бух захидлуудыг А 0 гэж тэмдэглэе. Уле орон дотроо 
тараагдах захидлууд Ль Европ руу явах захидлуудыг 
Л 2 , Алс дорнотын захидлуудыг Л 3 гэх мэтчлэн тэм- 
дэглэе. Орон нутгийн А\ захидлууд нь дорнод, ѳрнѳд, 
тѳвийн; европын Л 2 захидлууд нь улс орноор гэх мэтч- 
лэн хуваагдана. 

Перфокартуудыг ангилах процесс нь мѳн л иймэр- 
хуу графаар дурслэгдэх боловч нухнууд пь перфокарт 
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дээр зѳв зурвасуудаар блйрласаи бн зурвас бурд ІО 
байр байх учир энд харгалзах мод нь голдуу бур ч то- 
дорхой хэлбэртэй байиа. 

А 



байна. (36 дугаар зураг) Энэ процессийг нэгдугээр, 
хоёрдугаар гэх мэтчлэн цифруудээс хамааруулан бухэл 
тоонуудыг булгуудэд хуваарилах процесс гэж узэж 
болно. Ер нь мод бурийг маш ерѳнхий ямар нэг тоон 
системийн дурслэл гэж узэ.к болно. 


2 §. Цикл ба мод 

Вид одоо ::вч узэх бодлогоо хндеѳ аж ахуйп мэр 
томьёогоор томьёолъё. 37 дугаар зураг дээр ямар нэг 
іЬермийп тариалаигийн талбайн газрын зургийг дурсэл- 
жээ. Энэ иь ямар нэг арал дээр байгаа, цагаан будаа- 
ны тариалаигийн хэд хэдэн талбайн зураг юм гэж са- 
ная. Талбайнууд нь шороон далгнгуудаар хурээлэгдсэн 
ба бас далангууд иь нуурын усаар хурээлэгдсэн юм гэж 
сэтгэе. Ер и ь цагаан будаа тариалахдаа зарим нэг да- 
лангуудыг сэтэлж эдгээр талбайнуудад ус оруулан 
услах хэрэгтэй байдаг билээ. Эдгээр талбайнуудыг ин- 
гэж услахын тулд зургийг цикл бур дор хаяж нэг да- 
ланг сэтлэх хэрэгтэй. Ѳѳрѳѳр хэлбэл бутэн улдээсэн 
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далангууд нь циклгуй граф уусгэж байхаар зарим да- 
лангуудыг сэтлэх хэрэгтзй юм. Тэгвэл чухал хэдэн да- 
ланг сэтлэх хэрэгтэй болох вэ? гэсэн асуудал гарна. 



Энэ нь ѳгѳгдсан холбоост граф гас до;) хаяж хэдэп 
ирмэгийг зайлуулбал тэр гаіщ ч циклгуй граф болж 
хувирах вэ? гэсэн ерѳнхий асуудалд хургэнэ. 

Графын ямар нэг циклд хамаардаг е=(Л, В) ирмэ- 
гийг бид эхлээд зайлуулжээ гэж бодъё. Л-гаас В - д 
е-ээр очихын оронд харгалзах циклийн улдсэн хэсгээр 
очиж болох тул энэ ирмэгийг зайлуулчихад граф нь 
холбоост хэвээр улдэнэ. Хэрэв г ирмэгийг зайлуулчих- 
саны дараа графад бас циклууд улдсэн байвал дээрх 
байдлаар ѳѳр ирмэгийг зайлуулъя. Энэ процессийг ур- 
гэлжлуулэи эцсийн эцэст бид циклгуй холбоост ггаф 
нѳрѳѳр хэлбэл т модонд хурнэ. 

Нийтээрээ хэдэн ирмэг зайлуулаа вэ? гэдгийг одоо 
бид хилбархан бодож гаргаж болно- т мод нь анхпы 
О графтай адил п ширхэг оройтой байна. 1§-ийн 1 дугээр 
теорем ёсоор тууний ирмэгийн тоо нь/г — 1 байна. Ийм 
учрллс граф О анхаядаа У ирмэгтэй байсан бол яг 
у — .V — а -(- 1 

ирмэгийг бид злйлуулах хэрэгтэй болно. Энэ тоог гра- 
фын цикл эрэмбэ буюу цикломатик тоо гэж нэплэ- 
дэг. Энэ тоо нь О графын оройн тооноос ирмэгийн тоог 
хассан ялгавар дээр 1-ийг нэмсэнтэй тэнцуу байна. 

Иймд О графыг мод болгон хувиргахын тулд доор хаяж 
у ширхэг ирмэгийг зайлуулах хэрэгтэй байна. О-гра- 
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38 дугаар зураг 

фыг хэд хэдэн моднуудаас тогтсон ой болгон хувир- 
гахад у-аас илуу тооны ирмэгийг туунээс зайлуулах 
хэрэгтэй байна. Учир нь (1§-ийн II теоремийн ёсоор) 
гс-оройтой ойн ирмэгийи ТОО нь п оройтой модны ирмэ- 
гийн тооноос цѳѳн байх ёстой билээ. Графыг ингэж мод 
болгон хувиргахыг Ідугээр зураг дээрхграфын хувьд узуу- 
лье. Эхлээд ЕРР циклд хамаарсан еЪ ирмэгийг, дараа 
нь ИРА циклд хамаарсан АО ирмэгийг эцэст нь АС,ВЕ 
ирмэгуудийг зайлуулъя. Тэгвэл 38 дугаар зураг дээрх 
мод улдэнэ. Ингээд нийтдээ 

у = 9 — 6+4 
ирмэгийг бид зайлууллаа. 

Д а с г а л 

1. Энэ зуйлд гаргасан ур дунгуудийг 2 ба 37 дугаар зу- 
раг дээрх графуудын хувьд шалга. 

2. Бурэн графын цикломатикийн тоо хэдтэй тэнцуу вэ? 


3§. Хотуудыг холбох тухай бодлого 

Холбоо харилцааны тухай практикийн чухал ач хол' 
богдолтой бодлогыг замууд байгуулах бодлогын хэл' 
бэрт шилжуулэн авч узье. А, В, С, ... гэсэн хотуудыг 
хооронд нь тѳмѳр зам юмуу засмал замуудып сулжээ- 
гээр холбох хэрэгтэй болжээ гэж бодъё. А, В хос хот 
бурийи хувьд тэдгээрийг холбодог замыг байгуулахад 
орох ѳртѳг с(АВ) мэдэгдэж байг. Замуудып бололцоот 
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сулжээнуудийн дотроос хамгийн хямд сулжээг байгуу" 
лахад л бодлогын агуулга оршино. Тѳмѳр замын сул- 
жээний тухай ярихын оронд цахилгаапы шугам.усан зам, 
нефть дамжуулах хоолойнуудын тухай гэх мэтчлэн 
ярьж болох юм. Тухайлбал А, В, С гэсэн гуравхан хот 
байсан бол АВС , АСВ, ВАС шугамуудын нэгий нь л 
байгуулбал хурэлцээтэй. Тэгэхдээ хэрэв ВС нь хамгийн 
унэтэй шугам бол ВАС замыг байгуулж туунийг зай- 
луулах хэрэгтэй юм. 

Одоо ерѳнхий тохиолдлыг авч узье. Хамгийн хямд 
еулжээ холболтын граф нь мод байх ёстой. У чир нь 
хэрэв тэр графад ямар нэг цикл байсан бол тууний ямар 
нэг ирмэгийг зайлуулахад хотууд нь мѳнл замаар хол- 
богдсон хэвээр улдэнэ. Иймд п хотыг холбохын тулд 
п — 1 зам байгуулах хэрэгтэй байна. 

Хамгийн хямд унэтэй байх замын сулжээг байгуу- 
лахдаа хэмнэлттэй байх тухай дараахь хялбар дурмийг 
баримталж болію гэдгийг харуулъя. Холбогдогч замын 
хэсэг Е[ нь хамгийн хямд ѳртѳгтэй байх тийм хоёр хо- 
тыг эхлээд холбоё. Дараагийн алхам бурд урьд бай- 
гуулагдсан'ирмэгуудэд залгахад ямар нэг цикл уусгэ- 
чихгуй ’-і замуудын хэсгийн хамгийн хямдыг нь авч 
залгая. Хэрэв ижил унэтэй хэд хэдэн хэсэг зам байвал 
тэдний алий нь ч авч болно. Ийм маягаар байгуулсан т 
мод бурийг хэмнэлттэй мод гэж нэрлэе. Тууний унэ нь 
уеудийч унуудийн нийлбэртэй тэнцуу байна. Иймд 

с(т) = с(е!) + с(г 2 )+ • • • + с(г п . ,). 
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3 иэ- оройнуудыг холбосон ѳѳр ямар ч 9 модны унэ нь 
хэмнэлттэй т модны унэнээс хямд байж болохгуйг 
бид батлах хэрэгтэй. ф нь манай оройнуудыг холбосон 
хамгийн хямд мод ба % нь хэмнэлттэй дурын мод байг. 
ХЭМНЭЛТТЭЙ Т МОДНЫ сі і 2 , ... ирмэгууднь ЕНХ т модыг 
байгуулахад ирмэгууд ямар эрэмбэтэйгээр залгагдсан 
байна тнйм эрэмбээр дугаарлагдсан юм гэж узье. Хэрэв 
хамгийн хямд ф мод нь т модтой давхцахгуй бол т мод- 
ны яд аж нэг ирмэг нь ф модонд хамаарахгуй. 

е і =(А,В) нь тийм эхний ирмэг, Р(А, В) гинж нь ф 
графын А ба В ирмэгуудийг холбосон гинж болог. (39 
дугээр зураг). Хэрэв ^ ирмэгийг ф-д нэмбэл ф-Ь е/ граф 
нь с = іі 4-ф(Л,5) циклийг агуулах ба харин т нь цикл- 
гуй учир с цикл т-д хамаардаггуй ядаж нэг ирмэгийг 
игуулна. Энэ г] ирмэгийг зайлуулбал ф-тай адил орой- 
т оі і ф' = ф-р е,- — е) мод гарна. Энэ модны уиэ нь: 

Ф') =С(ф) + 

байна. Нэгэнт ф щ. хамгийн бага унэтэй учір: 

с(ч ) 

байна. 

Нѳгѳѳ талаас з* нь замын е 1 , з 2 , ... , е,_, хэсгуу- 
дэд залгахад цикл уусгэдэггуй уеуд дотроос хамгийн 
бага унэтэй нь билээ. Нэгэнт эдгээр ирмэгуудэд г* ир- 
мэгийг нэмэхэд бас л цикл уусгэхгуй учир байна. Ийм 

Ф/ ) = Ф}) 

учраас ф' нь мни л хамгийн бага унэтэй байна. Ѳэрѳѳр 
хэлбэл 

с( ф) «= с(ф') 

байна. 

Ийнхуу бид хэмнэлттэй т модтой нэг ерѳнхий ирмэг - 
тэй ѳѳр нэг хамгийн бага унэтэй ф' модыг оллоо. Хам" 
гийн бага унэтэй т-тэй давхцах холбодог мод глртал нь 
энэ уйлдлийг давтан ургэлжлуулж болію. Ийм т нь унэн 
хэрэгтээ- бусад хэмнэлттэй (модуудып нэгэн адил хам- 
гийн бага унэтэй байна. 

Д а с г а л 

I. ХавтгаЙ дээр эургаан цэг ав. Ирмэгууд нь энэ цэ* 
гуудийг холбодог нийт урт нь хамгийн бага байх модыг ол. 
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4§. Гудамж ба *албай 

Гудамж, телбайн иэрийгбайк байн сслих нь бух дэл- 
хийн хот>удь:н эгх бг{:игчдаас цагийг их бага хэмжээ- 
гээр зугаатгй енгеруулэх арга ямагт болссор ирсэн 
билээ. „Хотыи эцгууд“ хотынхоо гудамж талбайнуудын 
нэрийг цэгцтэй болгох зорилгоор гудамж бухэн нь бухэл 
хорооллын хэмжээгээр ургэлжилсэн бѳгѳэд тэр нь гу- 
дамжнуудын зэргэлдээх уулзварын нэрээр нэрлэгдсэн 

байхыг шаарджээ гэж бо- 
дъё. Жишээлбэл Вашинг- 
тоны гудамжны аль нэг 
тѳгсгѳлд Вашингтоны тал- 
бай байх ёстой байжээ. 

Харгалзах асуудлыг бид 
дурын графын хувьд тавья. 
Холбоост граф ѳгсѳн байг. 
Я мар тохиолдолд нэгэн ут- 
гатайгаар ирмэг нэг бурд 
тууний нэг оройг харгал- 
зуулж болох вэ? 

Хэрэв авч узэкбійгаа гріф |іь мэд бэт ям шт ни гэж 
харгалзуулж бэыо гэдгийг юуны эм.тэ хіруулъя. Дурын 
Л 0 (34: дугээр зураг), цэгиГп - модны ундэс болгон сон- 
гон авсны ч дараа ирмэгт оройг А 0 В х ирмэгт 
Ві оройг, Л 0 " ирмэгт А х оройг харгалзуулъя. Цаа- 
шилбал А\А 2 ирмэгт Л 2 оройг харгалзуулах мэтчлэн 
ургэлжлуулье. Иймд Л,_ і Аі ирмэг бурд Л 0 оройгоос 
аль болох хол орших Л, орой харгалзуулъя. 

Одоо графад С цикл байжээ гэж бодъё (40 дугээр 
зураг) С циклийн ирмэг бурд энэ ирмэгийн аль нэг 
тѳгсгѳлийн цэг харгалзана, ѳѳрѳѳр хэлбэл, С циклийн 
аль нэг орой л харгалзана. Хэрэв жишээ нь А х А 2 ирмэгт 
Л 2 орой харгалзаж байвал Л 2 Л 3 ирмэгт Л 3 орой харгал- 
зах мэтчлэн байиа. С циклд хамаардаггуй ямар ч ир- 
мэгт С-ийн орой харгалзаж чадахгуй. Ийм учраас С 
циклтэй ерѳнхий А х оройтой А Х В Х ирмэгт В х орой, В Х В 2 
ирмэгт В 2 орой харгалзах ёстой гэх мэтчлэн байна. С 
циклийн орой бур нь тууний ямар нэг ирмэгт харгалзсан 
учир тийм А х В х В 2 Вз . . . гинж нь С-д эргэж ирж чадах- 
гуй. Мѳи ийм шалтгааиаар тийм гинж нь ѳѳрийнхѳѳ ямар 
нэг орой дээр буцаж ирж чадахгуй. 
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Иймд А]В і прмэгээр эхэлсэп замаар А\ цэгээс хурч 
бол ох графын хэсэг нь А\ ундэстэй ті мод байх нь ха- 
рагдаж байиа. С циклийн бусад А ѵ оройнуудын хувьд 
ччэ ДуГНЭЛТ МѲН ХуЧИНТЭЙ- П МОДНЫ ирмэг бурд Л] цэ- 
гээс аль болох хол орших тууний тѳгсгѳлийн цэгийг 
харгалзуулж болдгийг бид саяхаеі узсэн билээ. С цик- 
лийіі ирмэгуудэд тууний Аі оройнууд харгалзах учир 
бид дараахь ур дунд хурнэ. 

Холбоост графын ирмэг нэг бурийг туунФ 
тѳгсгѳлийн зѳвхѳн ганц ганц цэгуудэд харгал- 
зуулж болдог байх гарцаагуй ба хурэлцээтэй 
нѳхцѳл нь уул граф эсвэл мод эсвэл оройнууд 
дээрээс нь ургасан модууд бухий ганц циклтэй 
байх явдал мѳн (41 дугээр зураг). 

1 §-ийн теорем 1 ёсоор модны оройн тоо нь тууний ир- 
мэгийн тооноос нэгээр илуу байдаг билээ. Хэрэв граф нь 
цикл юмуу оройнууд дээрээс нь моднууд ургасан ганц 
цикл бол тууний ирмэгийн ТОО нь оройн тоотой тэнцуу 
байна. Иймд зѳвхѳн энэ нѳхцѳлуудэд л ирмэг ба оройн 
хооронд шаардлагатай харгалзааг тогтоож болох байна. 



134 дугээр зураг дээрх мод буюу 41 дугээр зураг 
дээрх, графыг тѳвийн ганц хороололтой, хотын за- 
хаас тѳв руу шууд орж ирсэн тийм гудамжтай бяцхан 
хотын зураг гэж тѳсѳѳлж болно. Ийм арга хэрэглэхэд 
хот нь хэтэрхий нусэр том ЮМ гэдгийг хотын зѳвлѳлийн 
гишууд бахдалтайгаар ойлгоод дараахь дурмийг батла- 
хаар шийджээ. Гудамж талбайнуудад нэр ѳгѳхдѳѳ тал 
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Г) ; і й бурээс тэр талбайн нэртэй гудамж гарсан байхаар 
гохируулан нэрлэхээр шийджээ. 

Графынонолын хэлэн дээр бол энэмь графын орой бурд 
іуунээс гарсан ирмэгийг нэг утгатайгаар харгалзуулах 
хэрэгтэй гэсэн уг юм. Ингэж харгалзуулж болдоггуй 
тохиолдлууд ч бий. Жишээлбэл 1§-ийи 1 дугээр теоремээр 
модны оройн ТОО нь тууний ирмэгийн тооноос 1-ээр 
плуу бэйдаг билээ. Гэвч энэ тохиолдолд ч манзй нѳхцѳ- 
лийг бараг бурэн хангаж болно. 34 дугээр зураг дээрх 
модыг авч узье. Энэ модны орой бурд тэр оройгоос А 0 
ундэс руу очих ирмэгийг харгалзуулж болно- Ингэвэл 
уіідэспээс бусад орой бурд туунээс гарсан ирмэг хар- 
галзана. Мод энэ чанараараа л онцлогтой юм. Ер нь да- 
раахь теорем хучинтэй. 

Модноос ялгаатай холбоост граф бухний орой 
бурд тѵуктзй зэргэлд ээ ирмэгийг харгалзуулж 
болно. 

Баталгаа. п оройтой холбоост граф нь доор хая ж 
и — 1 ирмэгтэй ба хэээв энэ граф мод биш бол тууний 
ирмэгийн тоо нь п— 1-ээс их байна. Нѳгѳэ талаар зарим 
пэг ирмэгуудийг зайлуулж граф бухнийг мод болгон 
чувиргаж болдог билээ (2§-ийг уз) Графыг т мод бол- 
гон хувиргахын тул зайлуулсан ирмэгийн нэг нь е 0 ~ 
- ( А 0 , В 0 ) болог. А 0 цэгийг энэ модны ундэс болгон 
лнья. Модны А 0 -оос бусад орой бурийг туунтэй зэр- 
гэлдээ ирмэгт харгалзуулсны дараа е 0 ирмэгийг А 0 
оройд харгалзуулбал графын орой бур нь туунтэй зэр- 
гэлдээ ирмэгт харгалзана. Ѳмнѳх сэтгэлгээнуудийн 
алхмаас харахад нэг бол графын орой бурийг туунтэй 
зэргэлдээ ирмэгт, нэг бол графын ирмэг бурийг туунтэй 
зэргэлдээ оройд харгалзуулж болдог байна. Ямар то- 
хиолдолд энэ хоёр харгалзаа нэг зэрэг оршин байх вэ? 
Хэрэв графын оройн тоо нь ирмэгийн тоотой тэнцуу 
байвал л эдгээр харгалзаа нэг зэрэг оршин байна. Тийм 
граф нь мод байж болохгуй ба харин тэр нь 41 дугээр 
зураг дээр дурслэгдсэн хэлбэртэй, ѳэрѳѳр хэлбэл нэг С 
циклтэй 1 граф байх ёстой. Энэ тохиолдолд ирмэгийг 
оройд оройг ирмэгт харгалзуулсан дээрх хоёр хэлбэрийн 
харгалзаа хоёулаа байна. С циклийн ирмэгууд Нь мѳн 

] Учир нь тууний цикломатикпйн ТОО 1-цуу. тэнтэй 
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циклийн оройнуудад, С циклд хамаардаггуй орой бурд 
туунтэй зэргэлдээ бѳгѳѳд С-д ойр байх ирмэг харгал- 


зана. 


Да стал 

1. 1 ба 2 дугаар зураг 

нуудыг тэдэмтэй зэргэлдээ 
галзаануудыг тогтоо. 




дээрх графууд дээр орой- 
ирмэгуудэд харгалзуулсан хар- 



IV БѴЛЭГ 


ХАРГАЛЗАА ТОГТООХ НЬ 


1§. Ажилд оруулах тухай бодлого 

Хэд хэдэн мэргэжлийн сул орон тоо байсан бѳгѳѳд 
-шэ мэргэжлуудээр ажиллахыг хуссэн хэд хэдэн хун 
байжээ гэж бодъё. Тэгэхдээхун бур дээрх мэргэжлуу- 
дээс хэд хэдийг эзэмшсэн боловч тэдний дотор бух 
дурдсан мэргэжлийг бугдийг нь эзэмшсэн хупгуй бай- 
сан гэж узье. Тэгвэл хун бур ѳѳрийнхѳѳ эзэмшсэн мэр- 
гэжлийн аль нэгээр ажиллаж болохоор эдгээр хумуу- 
сийг дээрх орон тоонууд дээр авч ажиллуулж болох уу? 
гэсэн асуудал гарна. 

Бид энэ бодлогыг нилээд ѳвѳрмѳц хэлбэрийн ямар 
нэг графыг ашиглан дахин тайлбарлая. Дээр дурдсан 
хумуусийн олонлогийг М, мэргэжлийн орон тоонуудаас 
тогтсон олонлогийг Р гэж тэмдэглэе. М олонлогийн т 
чун бурийг тууний орж ажиллаж болох Р - ийн р орон 
тоо буртэй ( т , р) ирмэгээр холбож граф байгуулъя. 
Энэ граф М- ийн аль ч хоёр оройг хооронд нь холбосоп 
нрмэггуй ба мѳн Р-ийн аль ч хоёр оройг холбосон ир- 
мэггуй учир энэ граф нь 42 дугаар зурагт дурсэлсэн 
хэлбэртэй байна. Бух оройнууд нь М ба Р гэсэн хоёр 
олонлогт хуваагддаг бѳгѳэд аль ч олонлогийн хоёр орой 
хоорондоо ирмэгээр холбогдоогуй тийм графыг хоёр 
хуваарьт (талт) граф гэж нэрлэдэг. 

Орж ажиллах орон тоонууд ын тоо нь хуссэн хумуу- 
сийн тооноос цѳэн байвал хун бурийг тохирох ажилд нь 
■апч ажиллуулах талаар ярьж болохгуй нь мэдээж. Иймд 
орон тооны тоо нь хумуусийн тооноос цѳѳнгуй байх 
ёстой байна. Гэвч энэ нѳхнѳл ч хурэлцээтэй нѳхцѳл биш 
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юм. Жишээлбэл ажилд орохыг хуссэн гуравны хоёр пь 
мужаан, гурав дахь нь ус тугээгчийн ба мужааны ажлыг 
хийж чаддаг байг. Эдгээр хумуусийг ажилд авч ажил- 
луулах нэг мужааны, гурвзн ус тугээгчийн бугд дѳрвѳн 
орон тоо байсан гэе. Хэдийгээр энэ тохиолдолд орон 
тооны тоо нь энэ орон тоон дээр ажиллахыг хуссэн ху- 
муусийн тооноос илуу, эдгээр хумуусийн дотор шаар- 
дагдсап хоёр мэргэжлийн хумуус байгаа боловч мужаа- 
нуудын нэгд нь тохирох ажил олдохгуй болно. 



Ажилд орохыг хуссэн нийт хумуусийн ТОО 7Ѵ-ТЭЙ 
тэнцуу байжээ гэж бодьё. Ажилд оноох тухай бодлого 
шийдтэй байхын тулд дараахь нѳхцѳл биелж байх ёс- 
той нь илэрхий. 

Я мар ч к(к = 1,2, . . . 7Ѵ) хунээс тогтсон бул- 
гийг авахад туе бур дээр нь энэ к хуний ядаж 
нэг нь ажиллаж болох тайм орон тоо к-аас цѳѳн- 
гуй (ѳѳрѳѳр хэлбэл к хунээс тогтсон манай бу- 
лэг туе бурийг нь хийж чадах тайм к ажил) 
олддог байх ёстой. 

Жишээлбэл хумуусийн нэг нь мужаан, иѳгѳѳ нь му- 
жааны ба ус тугээгчийн мэргэжлийг нэг зэрэг эзэмшеэн 
ба ус тугээгуурийн ажилтан хоёр хэрэгтэй байсан бол 
к = 2 уед манай нѳхцѳл биелэх боловч к — 1 уед бие- 
лэхгуй учир дурдсан хумуусийг нэг зэрэг ажлаар хан- 
гаж чэдахгуй. 

Дээр дурдсан нѳхцѳлийг элдэв байхын нѳхцѳл 
гэж нэрлэдэг. Манай ундеэн зорилго энэ нѳхцѳл хурэл- 
цээтэй нѳхцѳл гэдгийг харуула^сад оршино- 

Теорем 1. Хэрэв элдэв байх нѳхцѳл биелбэл 
хун бурд тохирох ажлыг оноож болно. 

Г)0 



Энэ теоремийг батлах нь тийм ч хялбар биш. Энэ 
теорем нь УѴ=1 уед унэн байх нь илт. Хэрэв ігэг хун 
пайгаад эдгээр ажлууд дотроос ядаж нэгийг нь хийж 
мадахаар байвал тэр ажлыг туунд оноож болно. N=2 
уед элдэв байх нѳхцѳл биелж байвал ажлуудын. алий 
нь ч авахад тэр нь хоёр хуний ядаж нэгд нь тохирдог 
байх ажлууд дор хгяж хоёр олдоно. Энэ тохиолдолд 
хун нэг бур эдгээр ажлуудын ядаж нэгийг нь хийж 
чаддаг учир мужаан, ус тугээлийн ажилтнуудын тухай 
нмнѳх жишээний бэрхшээл энд тохиолдохгуй. Иймд энэ 
тохиолдолд хоёр хунд хоёуланд нь ажил оноож чадна. 
Ингэхлээр іѴ=1, N = 2 уед теорем нь унэн байна. Энэ 
теоремийг ерѳнхий тохиолдолд математикийн индукцийн 
аргаар батлахыг бид зорьё. Хумуусийн тоо /V — 1-ээс 
хэтрэхгуй уед бид теоремийг унэн гэж узээд N хуний 
хувьд унэн байна гэдгийг баталъя. 

Элдэв нѳхцѳл биелэгдэхдээ нэг бол нѳѳцтэй, нэг бол 
нлуу ч угуй, дутуу ч угуй биелж болно. Тодорхой 
дурдвал &-хунээс (к =1,2, . . . ,л7Ѵ— 1) тогтсон булэг 
нэг бур нь нийтдээ к- аас илуу., тооны ажил гуйцэтгэж 
чаддаг (нѳхцѳл нѳѳцтэй биелсэн) эсвэл ямар нэг к 0 -ийн 
хувьд (ко —1,2, . . . , ІѴ— 1) нийтдээ яг к 0 ажлыг гуй- 
цэтгэж чаддаг к 0 хунтэй булэг байдаг (нѳхцѳл илуу ч 
угуй, дутуу ч угуй биелсэн) байж болно. Энэ тохиолд* 
.іуудын алинд ч N хуний хун нэг бурд тохирох ажлыг 
оноож болно гэдгийг узуул. 

Хэрэв элдэв байх нѳхцѳл нѳѳцтэй биелж байвал N 
хуний хэн нэгийг ньсонгон авч туунд хийж чадах ажлуу- 
даас нь нэгийг нь онооё. Ѵлдсэн /V— 1 хуний аль ч к 
хумуус (дурын &-ийн хувьд) анх байсан ажлуудаас 
доор хаяж к+ 1 ажлыг нийтдээ хийж чаддаг ба саяын 
ажил оноолт нь эдгээр хумуусийн хийж чадах ажлуудыг 
сайндаа л нэгээр цѳѳруулэх учир энэ к хумуус нийтдээ 
к - аас цѳѳнгуй ажлыг хийж чадна. Одоо индуюшйн алхам 
ёсоор УѴ— 1 хун байхад нэг бурд тохирох ажлыг нь 
оноож болох юм. Хэрэв элдэв байх нѳхцѳл илуу дутуугуй 
біелж байвал нийтдээ яг к 0 ( к 0 < УѴ) ажлыг хийж 
чаддаг к 0 хунээс тогтсон ямар нэг А 0 булгийг авч узье. 
Элдэв байх нѳхцѳл ёсоор эдгээр хумуусийн аль ч к 
хумуус нь (к = 1,2, . . . , к 0 ) уед (нийтдээ к ажлыг 
хийж чадна. Индукцэд узэж буй ёсоор к 0 хунтэй А 0 
олонлогийн хун нэг бурд тохирох ажлы нь оноож болно. 
Одоо N — ко хундтэй улдсэн булгийг авч узье. Ѵлдсэн 
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л жлуудьіг авч узвэл эиэ булгийн хувьд элдэв байхып 
н ѳхдѳл хангагдана гэдгийг бид узуулэх ёстой. 

Ѳѳрѳѳр хэлбэл эдгээрлйн аль ч к(к— 1,2, . . . , УѴ— к 0 
уед) хунээс тогтсон В булгийг авахад туе бурд нь энэ 
булгийн хумуус орж ажиллаж болох к - аас цѳѳнгуй, чѳ- 
лѳѳтэй орон тоо олдоно гэдгийг харуулах ёстой. Уунийг 
харуулахын тулд В- ийн ямэр нэг булгийн хумуус хамт- 
д аа зѳвхѳн к'(к' < к) ажлыг гуйцэтгэж чзддаг гэж 
узье. Тэгвэл А 3 ба В булгуудэд ордог к 0 +к хумуу- 



43 дугаар зураг 

с ээс тогтсон А 0 + В булгийн хумуус анхнаасаа к 0 +к 
ажилд тэнцэх ёстой байсан болж элдэв байхын нѳхцѳл 
биелэгдэж байгаатай зѳрчилдѳнѳ. Ийм учраас улдеэн 
УѴ— ко хумуусээс тогтсон булгийн хувьд элдэв байх 
нѳхцѳл биелэгдэх ба индукцийн алхам ёсоор эдгээр ху- 
мууст тохирох ажлыг оноож болно- Уугээр теорем бу- 
рЭН батлагдав. 

43 дугаар зураг дээр УѴ=6 тохиолдлын графыг 
дуреэлжээ. Доод шугамын дээр байга а эхний гурван 
орой нь ус тугээлийн ажилчин (а), мужаан б'ѳгѳѳд ус 
тугээлийн ажилчин [(яв), мужаан ( я ) гурван хунээс 
бурдеэн А 0 булгийг дурслэх ба ирмэгууд нь харгалзах 
мэргэжил (дээд шугаман дээрх орой руу) очно. Улдеэн. 
(УѴ — ко =3) гурван орой нь харгалзан ѳрлѳгчин ( к ), ус 
тугээлийн ажилчин (в) ба шаварчингаар (іи) ажиллахад 
бэлэн байгаа гурван хунийг дуреэлжээ. Улдеэн орон тоон 
дотор ус тугээлийн ажилчны орон тоо байхгуй. Харин 
•рлѳгчний орон тоо байгаа учир ѳрлѳгчин ба ус тугээ- 
лийн ажилчнаас тогтсон В булгийн хувьд элдэв байхы н 
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иѳхцѳл биелэхгуй гэдгийг тэмдэглэе. Тохирох орон тоо 
дѳрѳвхѳн байгаа учир таван хунээс тогтсон А 0 +В бул- 
гийн хувьд ч элдэв байхын нѳхцѳл биелэхгуй нь бас 
л илт. 


2 §. Ѳер томьболлууд 

42 дугаар зураг дээрх хоёр хуваарьт графын орой- 
иуудын, нэг олонлог М-ийг ажилд орох хусэлтэй ху- 
муусийн олонлог, оройнуудын ІІѲГѲѲ олонлог Р - г орж 
лжиллаж болох орон тоонуудын олонлог гэж узсэн би- 
лээ. Одоо хун бухэнд тохирох ажлы нь оноон ѳгч бол- 
дог байжээ гэж узье. Графын хэлээр энэ нь /И-ийн орой 
бурээс тодорхой ирмэг тарах бѳгѳѳд эдгээр ирмэгуудийн 
аль ч хоёр нь Я-ийн нэг орой дээр очихгуй гэсэн уг 
юм. Энэ тохиолдолд М олонлогийг Р олонлогт буул- 
гасан буулгалт байна гэж ярьдаг. Л4-ийг Р - д буулга- 
сан ийм буулгалт оршин байх гарцаагуй бѳгѳѳд ху- 
рэлцээтэй нѳхцѳл нь элдэв байхын нѳхцѳл биелж байх, 
нѳрѳѳр хэлбэл УѴР-ийн ям ар ч к оройнууд нь доор хаяж 
Р - ийн к ялгаатай оройнуудтай ирмэгээр холбогдсон байх 
нвдал мѳн гэдгийг бид дээр узсэн билээ. Хэрэв Р ба М 
нь нэгэн ижил тооны оройнуудтай бол ийм буулгалт нь 
М ба Р олонлогийн хоорондын харилцан нэг утгатай 
буулгалт болох ба бие биедээ харгалзах оройнууд нь 
графын ирмэгээр холбогдоно. (45 дугаар зураг.) 

Графын оройнуудын хооронд ямар нэг харгалзаа тог- 
тоох тухай энэ бодлогыг^бас олон янзаар томьёолж 
болно. 

Жишээлбэл к хѳвгууд, г к охид байж ’ гэе. Эдгээрийн 
ларим нь бие биетэйгээ танилбайж гэж узье. Эдгээр за- 
луучуудыг хос хосоор нь бужиглуулэхээр хуваахдаа хѳв- 
і уун бур ѳѳрийн таньдаг охидыгсонгон бужиглэсэн бай- 



44 дутээр зураг 


45 дугаар зураг 
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ханр имар нѳхцѳлд хувааж болох вэ? гэсэн асуулт тавьж 
болно. 

Энэ бодлогыг бас дараахь байдлаар ѳѳрчлѳн томьёолж • 
болію. Жижиг тосгоны насанд хурсэн охид хѳвгуудийн- 
тоо ижил байжээ. Нутгийн заншлаар ойр тѳрлийн ху- 
муус жишээлэхэд эцэг юмуу эх нэгтэй хумуус, ах дуу- 
сийн хуухдууд хоорондоо гэр бул болж- болдоггуй байв. 
Ямар нѳхцѳлд хѳвгуун бурд энэ тосгоноос эхнэр олдох 
вэ? Хун нэг бурийн гэр бул болох бололцоог хоёр ху- 
ваарьт ямар графаар урьдын адил дурсэлж болно. Энэ 
тохиолдолд хоорондоо тѳрѳл биш хумууст харгалзсан 
оройнууд л хоорондоо ирмэгээр холбогдоно. Энэ бод- . 
логьш бас нэг ѳѳр хувилбарыг томьёолъё. Танай сур-- , 
гууль дээр хэд хэдэи булгэм байдаг гэж бэдъё. Бид _■ 
э дгээр булгэмуудийг: : 

С : С„ С 2 > ■ ■ • > См 

гэж нэрлэе. Булгэм бур даргатай байх ёстой нь мэдээж.; 
хэрэг. Сурагчдын ажлыг хѳнгѳвчлѳхийн тулд нэг сурагч 
нэгээс илуу булгэмийн даргын ажлыг хийж болохгуй 
гэсэн шаардлага байв. Тэгвэл ямар нѳхцѳлд энэ боломж- 
той вэ? гэсэн асуудал гарна- Тэр болгон боломжтой 
байхгуй нь мэдээж. Жишээлбэл цѳѳн сурагчтай булгэ- 
мийн тоо нь хэт олон байвал дээрх шаардлага хангаг- 
дахгуй. Энэ бодлогыг бодохдоо бид бас л хоёр хуваарьт 
графыг ашиглая. Энэ тохиолдолд оройнуудын нэг олон- і 
лог нь N булгэмууд болох ба нѳгѳѳ Р олонлог нь сур- •) 
гуулийн бух сурагчдын олонлог болно. Хэрэв Р сурагч ! 
Сі булгэмийн гишуун байвал л бид С ь булгэмээс р | 
сурагч руу ирмэг татна. к ширхэг булгэм бур (Л=1, * 
2, .... ДА) уед доор хаяж к сурагчтай байна гэж эл- ) 
дэв байхын нѳхцѳл энд томьёологдоно. Дээр баталсан • 
теоремээр энэ нь булгэм нэгбур ѳѳрѳѳр даргатай байхын 
нѳхцѳл мѳн билээ. 

Бид бодлогыг ийм маягаар дэвшуулэн, Английн ма- , 
тематикч Филип Хооллын 1935 онд хэвлуулсэн теоремд 
энэ- бодлогыг шилжуулжээ. Туе бур нь элемент р 
уудээс тогтеон ямар нэг N тооны Сі олонлогУуд 
Ѳгчээ; бух /7-уудийн олонлогийг Р гэж тэмдэглэеу Йл- 
гаатай олонлогуудад Р олонлогийн ялгаатай элементууд 
харгалзсан байхаяр Сі олонлог нэг бурд тууний нэг Рі 
зілементийг харгалзуулахыг хичээе. Дурьш к (к = 1, * 
2 , . . . , 7Ѵ) ширхэг С( олоилогуудыг авахад тэдгээр нь 
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нийтдээ Р-ийн ядаж к ширхэг ялгаатай элементийг 
агуулсан байвал л сая ингэж харгалзуулж болно. 

Сургуулийн булгэмуудтэй холбогдуулан -томьёолсон 
бодлогын томьёоллоо дахин авч узье. Хэрэв булгэмийн 
тоо хэт олон бзйвал :элдэв байхын -нѳхцѳлийг шалгах 
нь тийм ч хялбар бишээ. Ийм учраас булгэм бур туе 
тусдаа дзргатай бпйх боломжийг бурэн хангахаар бул- 
гэмуудийг эмхлэн байгуулах ямар нэг хялбар дурэм байж 
болох уу? гэсэн асуудлыг тавьж болно. 



Ингэж эмхлэн байгуулж болдог. Ѵунийг узуулэсийн 
тулд булгэм бур доор хаяж таван сурагчтай байна гэж 
узье. Тэгвэл харгалзах графын С олонлогийп орой нэг 
бурээс доор хаяж таван ирмэг гарна, к булгэмээс тогт- 
сон булгийн хувьд Бк- аас цѳѳнгуй ирмэг С олонлогийн 
харгалзах оройнуудаас р олонлогийн оройнуудад очно 
(к = 4 уеийг 46 дугаар зураг дээр дуреэлжээ). Сурагч 
бур таваас илуу булгэмд явж болохгуй гэж хэрэв бид 
шаардвал к булгэмээс доор хаяж к ирмэг Р- ийн орой- 
пуудад очих болж элдэв байхын нѳхцѳл биелнэ. 

Энэ сэтгэлгээ нь ерѳнхий тохиолд ч унэн юм. Иймд 
дараахь ур дунг томьёолж болно,- 

Булгэм бур дор хаяж і сураг%так,ямарч сурагя 
і-ээс илуу булгэмд явдаггуй байвал булгэмууд 
туе тусдаа даргатай байж болно . 

Д а с г а л. 

1. Туе тусад нь дарга сонгож болдоггуй тийм булгэ’ 
муудийн олонлогийн жишээг узуул. 

2. Гурваи хунтэй булгэмууднйг 12 сурагчаас хэдэн ян- 
заар эмхэлж болох вэ? 


Энэ булгэмууд туе тусдаа даргатай бийж болох уу? 

3. 42 дугаар зураг дээрх граф дээр М олоплогийг Р-д 
буулгасан буулгалтыг заа. 

/ 


3 §. Тойрог харгалзаа 

Оролцогчдыг хос хосоор нь яаж оноох вэ? гэсэн 
асуудал тэмцээн бур дээр тохиолдоно. Заримдаа уу- 
иийг шийдэхэд хялбар байдаг. Жишээлбэл хэрэв той- 
рог бурийн дараа хожигдеоп нь тэмцээнээс хаеагддаг 
бол улдеэн оролцогчид шинэ хосуудыг бурэлдуулнэ. 
Тэгэхдээ (хэрвээ оролцогчдын ТОО сондгой бол) тэдний 
ПЭГ НЬ хийлж болно. Шатрын тэмцээн шиг «тойрог тэм- 
цээн»-ний хувьд энэ бодлого нь нилээд тѳвѳгтэй бай- 
даг. Энд оролцогч бур нь улдеэн оролцогч нэг буртэй 
тоглох ёстой тул тэмцээний хуспэгтийг урьдчилан бэлт- 
гэх хэрэгтэй. Энэ байдлыг графаар дурслэхэд тохиромж- 
той. N тоглогч байвал туе бур нь N—1 тоглогч нэг 
буртэй тоглоно. Тоглолт бурийг урьдын адилаар, хоёр 
тоглогчийг тѳлѳѳлеѳн графын А ба В оройг холбосон 
(А, В) ирмэгээр дуреэлье. Тэгвэл тоглолтын бух олон 


Р, 
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іог пь V ор-мгой б урэн гріфаар дурслэгдэнэ. N=6 
Уііийн тлйѵі графыг 47 дугаар зураг дээр дурсэлжээ- 
Тойрог бурд тоглогчдыг ямар нэг аргаар хосуудад 
нэгтгэх хэрэгтэй. Тоглогчдыг хос хосоор нэгтгэх нь N 
орой туе бурээс нэг нэгийг авсан, хоорондоо зэрэгцээ 

бнш N ирмэгийг граф дээр сонгон авах сонголтод 

кпргалзана- Дараагийн -Р N шинэ нрмэгуудийг сонгон 

;|ІІНХ мэтчлэ н уул тэмцээнийг дуустал ш» ургэлж- 
іуулчэ. 
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48 дугаар зураг 


47 дугаар зураг дээр 1-ийн тоотой ирмэгууд нь нэг^ 
дугээр тоглолтод тойрогт 1 хоорондоо уулзаж буй хо’ 
суудад. 2-ын тоотой ирмэгууд нь 2 дугаар тойрогт тог" 
лолтод уулзан буй хосуудад харгалзах мэтчлэн байна* 

і Шатрын тохнолдолд эн» угийг тавнл гэвэл тохиромжтой. 
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Хэрэв ямар нэг хялбар аргыг зааж ѳгѳѳгуй бол олон 
тоглогчтой тэмцээний бух тойргуудын оноолтын ийм 
хуснэгтийг шууд хийх нь их тѳвѳгтэй байдаг. Тоглогч- 
дын(Ѵ=6, 8, 10, 12 гэх мэт) тооноос хамаарах оноол- 
тын ийм хуснэгтуудийг тэмцээний олон тооны лавлах 
бичгуудэд хийж оруулсан байдаг. Хуснэгтийг зохиох- 
доо тоглогчдын тоо УѴ-ийг тэгш гэж узэх нь хангалт- 
тай. Хэрэв энэ тоо нь унэндээ сондгой бол энэ тойрогт ; 
^-тэй тоглох ёстой хун нь хийлдэг гэж бэлзон хуурамч . 
тоглогч Т^-ийг иэмж болію. 

Тоглогчдын тоо N нь тэгш байх уеийн онооттын 
хуснэгтийг зохиох хялбар бѳгѳѳд ерѳнхий нэг аргыг 
тайлбарлая. Тоглогчдыг 1, 2, , N тоогоор тэмдэг- 

лэн эдгээр тоонуудыг квадрат хуснэгтийн эхний мѳрѳнд 
бичье. Нэгдугээр тоглолтод эхний тойрогт эдгээрийн 
эсрэг тоглох тоглогчдын дугаарыг хоёр дугаар мѳрѳнд 
бичье. Ѵуний адилаар 1, 2, ... , IV тоглогчдын эсрэг 
хоёрдугаар тойрогт тоглох тоглогчдын дугаарыг гуравду 
гаар мѳрѳнд бичих мэтчлэн бух тоглогчид бие биеийіі эсрэг 
тоглоеон байх хуртэл нь ургэлжлуулнэ. Манай хуснэг- 
тэд тоглогчдын хос нэг бур яг нэг удаа орсон байх 
ёстой нь илт. Ѵунийг хийх аргыг 48 дугаар зураг дээрх 
хуснэгтэд • узуулжээ. у дугаар тоглогчтой к дугаар 
тойрогт тоглох хунийг олохын тулд энэ хуснэгтийн у 
дугаар багапа (& + 1) дугаар мѳрийн огтлолцол дээр бай- 
гаа дугаарыг олбол хангалттай. 

Энэ хуснэгт нь дараахь маягаар"байгуулагджээ. Хус- 
нэгтийн эхний мѳрѳнд 1-ээс N хуртэлх тоонуудыг дээр 
хэлсэн байдтаар байгуулж мѳл. энэ тоонуудыг нэг- 
дугээр багянанд бичнэ. Одоо мѳр бурийн улдсэн /V— 1 бай- 
ранд 2-оос N хуртэлх тоонуудыг буурах байдлаар цикл 

эрэмбээр байрлуулъя. Эхний N мѳр нь 2, 4, . . . , 
N тэгш тоонуудаар эхлэх ба дараахь байдалтай байна. 
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Улдсэн мэрууд нь 3, 5, . . . IV ^ 1 сондгой тоонуудаар 
эхлэх ба 
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хэлбэртэй байна. Энэ хуснэгтэд 1-ийн тоо байхгуй бай- 
та ба нѳгѳѳ талаас хэн ч ѳѳрѳѳ ѳѳрийнхѳѳ эсрэг тог- 
лож болохгуй учир біганын дээд талд бичигдсэн тоо 
эиэ багананд хэзээ ч давтагдахгѵй гэдгийг тэмдэглэе. 
Хэрэв гол диагоналийн дагуу бійгаа бух тоонуудыг 
48 дугаар зураг дээр узуулсэн шигээр бугдийг нэгээр 
соливол энэ хоёр дутагдлыг арилгаж болно. Тэгвэл 
тоглогч бур ѳѳрийн дугаараа, туунтэй янз бурийн той- 
рогт тоглох тоглогчдын дугаарыг олж чадна. Жишээл- 
бэл 4 дугээр тоглогч нь 1 дугээр тойрогт УѴ — 1 дугээр 
тоглогчтой, 2 дугаар тойрогт 2 дугаар тоглогчтой, 
гуравдугаар тойрогт I дугээр тоглогчтой, дѳрѳвдугээр 
тойрогт 6 дугаар тоглогчтой гэх мэтчлэн УѴ — 1 дугээр 
тойрогт УѴ— 3 дугаар тоглогчтой тоглопо. 

Д а с г а л 

1. N=6, 8, 10 уеийн тэмцээний оноолтуудын хуснэгтуу- 
дийг байгуул. 

2. Дээр тайлбарласач хуснэгтууд нь унэндээ тэмцээ- 
ний график мѳа гэдгийг батал. Ѵуний тулд: 

а) Тоглогч бур бусад бух тоглогчтой туе бур иэг нэг 
удаа тоглою. 

б) Тоглогч бур янз бурийн тойрогт ѳѳр ѳѳр хунтэй тог- 
лоно. 

в) Хэрэв ямар нэг тойрогт у дугээр тоглогч нь к. дугаар 
тоглогчтой учирсан бол к дугаар тоглогчийн энэ тойрогт 
ѵоглох хун нь ] гэж заагдеан байна гэдгийг шалга. 



V БѴЛЭГ 


ЧИГЛЭЛТ ГРАФУУД 


1 §. Дахиад л спорг тэмцээнууд 

Нэгдугээр булэгт графын тухай анх авч узэхдээ 
спортын багуудын тэмцээнийг жишээ болгон авч узсэн. 
Жишээлэхэд Л ба С багууд хоорондоо тоглочихсон л 
байвал эдгээрийг АС ирмэгээр холбодог байсан билээ. 
(6 дугаар хуудасны 1 дугээр зураг) Гэвч ийм граф нь 
энэ хоёр багийн аль нь хожсон бэ? гэсэн асуултанд хариу 
ѳгч чадахгуй. 


А 



Энэ дутагдлыг хялбархан арилгаж болно. Хэрэв А баг 
нь С - г хожсон бол АС ирмэг дээр Л-гаас С руу чиглэ- 
сэн сумыг тавьжбайхаар болзъё. Бух тоглолтуудын дунг 
бид мэдэж байсан гэж бодьёо. Тэгээд 1 дугээр зураг 
дээрх граф дээр харгалзах сумуудыг тавихад 49 дугээр 
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зуряг дээрх грлфгарчээ гэжузье. Энэграфаас узвэл А нь 
С - г хожсон, Е баг нь /)-д хожигдсон, харин В нь тог- 
лолт бурдээ хожсон, буюу С, Е, .Р-ийг хожсон байна. Ир* 
мэг бурд нь чиглэл заагдсан О графыг чиглэлт граф 
гэж нэрлэдэг. Тийм графууд мь багуудын хоорондык буюу 
тусгай тоглогчдын хоорондын тэмцээний дуигийн тухай 
мэдээллийг агуулж байж болохыг бид сая узлээ. Ѵуний 
урвууд чиглэлт граф мэг бурийг ям ар нэг тэмцээний 
дуигийн геометр дурслэл гэж узэж болію. 

Ямар нэг тоглолт нь тэнцээ болсон бол яах вэ? гэ- 
сэн асуудлыг бид хѳндѳлгуй чимээгуй ѳнгѳрѳв. Тэнцэх 
нь ямар ч тэмцээний оноог тоолж гаргахад саадтай бай- 
даг. Ихэпхдээ, жишээлбэл, одон-бѳмбѳгийн юмуу сквош 1 
мэтийн тэмцээнд ереѳсѳѳ тэнцээ байж болохгуйгээр тог- 
лолтын дурмийг боловсруулдаг. Зарим тоглолтуудын 
хувд жишээлбэл гольф юмуу хѳл бѳмбѳгийн тэмцээнд, 
тэнцээг зайлуулахын тулд 
пэмэлт тойрог явуулдаг. а 
Хэрэв тэнцээ зайлшгуй гар- 
вал харгалзах ирмэгуудийг 
чиглэлгуй улдээж тэднийг 
граф дээр тусгаж болно. 

Тэгвэл зарим ирмэгууд нь 
чиглэлтэй, зарим нь чиглэл- 
гуй граф гарна. Ийм гра- „ 
фыг холим о г граф гэж 
нэрлэдэг. Холимог графнь 50 дугаар зураг 

бас бус олон асуудлуудад 
тохиолддогийг бид хожим узнэ. 

50 дугаар зураг дээрх граф нь холимог граф юм. 
Энэ нь А, В, С, О гэсэн дѳрвѳн багийн тоглолтуудын 
дунг харуулах бѳгѳѳд энд А нь В ба С - г хожиж О-тэй 
тэнцсэи, В нь Л-д хожигдож, С-тэй тэдцэж Л-г хож- 
сон, С нь Л-д хожигдож О-г хожиж В - тэй тэнцсэи, Л 
нь Л-тай тэнцэж В ба С-д хожигдсон байна. 

2 §. Нэг чиглэлийн хѳдѳлгѳѳнууд 

Ямар нэг замуудьш юмуу гудамжнуудын сулжээний 
зураг пь ѳвѳрмѳц боловч графыг тодорхой жишээ болж 
чадна. Хотын дэвсгэрийн орчин уеийн зургууд дээр гу- 

] ) Сквош-т еніп стэй тѳсѳетэіі бѳмбѳгѳѳр тоглох тоглоом 
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діімжиуудыи харилцан байрлал, тэдний уулзвар, мѳ п 
иль гудамжнуудад хѳсгийн хоёр чиглэлийн, алинд цэ г 
чиглэлийн хѳдѳлгѳѳн зѳвшѳѳрѳгдсѳн зэргийг узуулсэ н 
байх ёстойн гадна тэдгээр хѳдѳлгѳѳний чиглэлуудийг 
зааж узуулсэн байх ёстой. Тэгвэл энэ нь чиглэлтэй 
юмуу хэрэв хотын зарим гудамжнуудад нэг чиглэлийн 
хѳдѳлгѳѳн тогтоогдоогуй байвал холимог граф болно 
(51 дугээр зураг) Холимог графын чиглэлгуй ирмэг 
бурийг мѳн тэр оройнуудыг холбосои, эсрэг чиглэлтэй 
хоёр ирмэгээр сольж чиглэлт граф болгон хувиргаж 
болно. Хот дотор нэг чиглэлийн хѳдѳлгѳѳнийг авч узэх 
пь графын ерѳнхий онолд онц сонирхдог асуудалд хур- 
гэнэ. Гудамж бур нэг чиглэлтэй байхаар, хотод хѳдѳл- 
гѳѳний шинэ дурэм баримтлуулахаар шийджээ гэж бодъ- 
ёо. Хэрэв энэ дурмийг баримтлап явахад хотын нэг газ- 


раас нѳгѳѳд тэр болгон хурч чаддаггуй байсан бол энэ 

дурэм зѳвшѳѳрѳгдѳхгуй ыь мэдээж. Хотын аль ч газ- 

раас дурын ѳѳр газар явж хурч болдог байхаар ямар 

нѳхцѳлд гудамжнуудад 

нэг нэг чиглэл тогтоож 

болох вэ? гэсэн асуулт 

тавья. Аль ч хос оройнуу- 

. — дын хувьд тэднийг хол- 

/ N. босо н чиглэлтэй гинж олд- 

1 / N. дог байхаар ямар нѳхцѳл 

г / . «3 - — - графын ирмэг бурд нэг 

N. / нэг чиглэлийг тогтоож 

,1 N. ' У - болох вэ? гэждээрх бод- 

лого графын хэлэн дээр 

* томьёологдоно. Тийм граф 

,, бухэн холбоост граф байх 

1 1 ёстой нь илэрхий. Гэвч 

холбоост байх нь хурэл- 
51 дѵгээр зураг цээтэй 

нѳхцѳл биш. 


1 / 


51 дугээр зураг 


Хэрэв с = (А, В) ирмэг нь А-гаас 5-д, мѳн В - гээс 
А-д хурэх ганц зам болж байвал туунийг бид холбогч 
ирмэг буюу хузуувч гэж нэрлэж байя. Холбогч ир- 
мэг нь графын оройнуудыг е-оор явалгуй А-гаас хурч 
болдог оройнууд ба е-оор явалгуй В - гээс хурч болдог 
оройнууд гэсэн хоёр ангид хуваана. Энэ тохиолдолд 
граф нь зѳвхѳн ганц е ирмэгээр хоорондоо холбогддог. 
О] ба (? 2 гэсэн хоёр хэсгээс тогтоно. (52 дугаар зу- 
раг) Хотын зураг дээр бол холбогч ирмэг нь хотын 
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тусдаа хэсгийг хооронд нь холбосон ганц гол зам нь 
байка. Тар нь гол дээгуурх ганц гуур ч юмуу эсвэл 
тѳмѳр замын ганц туннель байж болно. Хэрэв ним гол 
дээр ганц чиглэл тогтчихвол хотын наг хэсгээс иѳгѳѳд 
хурч чадахгуй болно. 

е = (Л, В) ирмэгийн аль наг тѳгсгѳл нь жишээлбэл 
А нь графын ямар ч ѳѳр ирмэгийн тѳгсгѳл болдоггуй 
бол дээр дурдсанаар (Ш 'булэг § 1) ийм ирмЭг.ийг 
гѳгсгѳлийн ирмэг гэдэг билээ. (53 дугаар зураг) Л-г 
В - тай холбосон уунээс ѳѳр зам байхгуй учир е ирмэ- 
гийг бас л холбогч ирмэг гэж авч узах ёстой. 52 ду- 
гаар зургийн О х графыг ганц Л цэгт «хумигдсан» мат 
сэтгэж болно. Хотын дэвсгэр зураг дээр тѳгсгѳлийн 
ирмэгт мухар гудамж харгалзана. Наг чиглэлийн хѳ- 
дѳлгѳѳнѳѳр Л-д орох орц юмуу Л-гаас тарах гарц хааг- 
дах учир ийм гудамжинд наг чиглэлийн хѳдѳлгѳѳн тог- 
тоож болохгуй. Хэрэв е 1 =(Л[, В \ ) ирмэг нь холбогч 
ІфМЭГ биш бол Е}-ЭЭр ордоггуй боловч Л) ба В х - ийг 
холбосон ѳѳр зам олдоно. (54 дугээр зураг) Ийм учраас 
тийм ирмэгийг цикл ирмэг гэж нэрлэдэг. Иймд гра- 
фад цикл ба холбогч гэсэн хоёр тѳрлийн ирмэг байдаг 
байна. Одоо бид длраахь теоремийг баталж болно. 



52 дугаар зураг 53 дугаар зураг 54 дугээр зураг 


Теорем 1. Хэрэв О нь чиглэлгуй, холбоост 
граф бол тууний холбогч ирмэгуудийг чиглэлгуй 
улдээгээд графын аль ч хоёр орой нь чиглэлтэй 
гинжээр холбогдсон байхаар, циклирмэгуудэд чиг- 
лэл тогтоож болно. 


сз 



Хотин дэвсгэр зургийн хувьд энэ дугнэлтийг да* 
раахь байдлаар томьёолж болно. Зѳвхѳн гуурууд (хэрэв 
энэ гуур нь гол дээрх ганц гуур бол) ба мухар гудамж- 
нуудыг хоёр чиглэлийн хѳдѳлгѳѳнтэй улдээж хотын бух 
хэсгууд хоорондоо тээврээр бурэн холбогдсон байхаар 
бусад бух гудамжнуудад нэг чиглэлийн хвдѳлгѳѳнийг 
тогтоож болно. Ирмэгууд дээр зохих чиглэлийг яаж 
тогтоож болохыг заан узуулж, энэ теоремийг баталъя. 
О графын дурын (А, В) ирмэгийг сонгон авъя- Хэ- ; 
рэв г нь холбогч ирмэг бол тэр нь хоёр чиглэлтэй тул 
В-гээс Л-д буцаад е-ын дагуу явж ирж болно. (55 ду- 
гаар зураг). Хэрэв е нь цикл ирмэг бол тэр нь ямар 
нэг С циклд орох тул С циклийн бух ирмэг дээр цикл 
маягаар чиглэл тогтоож болно- Тэгвэл ирмэгууд дээр 
заасан чиглэлийн дагуу явж С циклийн аль ч оройгоос 
нѳгѳѳ оройд нь хурч болох нь нлт. 



55 дугаар зураг 56 дугаар зураг 

Энэ процессийг ургэлжлуулж болно. Авч узэж буй О 
графын ямар нэг Н хэсгийн дурын оройгоос нь тууний 
дурын ѳѳр оройд нь нэг чиглэлийн хѳдѳлгѳѳний дур- 
мийг баримтлан хурч болдог байхаар чиглэл тогтоожээ 
гэж бодъё. О нь холбоост учир нэг бол Н нь О - тэй 
давхцана, нэг бол Н - тай «шургэлцдэг», ѳѳрѳѳр хэлбэл, 
Н - д хамаардаггуй (харьяалагдахгуй) боловч нэг орой 
нь жишээлэхэд А нь Н - д хамаардаг (харьяалагддаг 
тийм е=(Л, В) ирмэг олдоно. 

Хэрэв е нь холбогч АВ ирмэг бол тэр нь дээр болз- 
сон ёсоОр хоёр чиглэлтэй байка. Тэгвэл Н графын 
дурын X оройг Л-тай холбссон чиглэлтэй В гинж 
(54 



олдоно. Иймд X нь мѳн {г ирмэгээр) В - тэй холбог - 
доно. Бусад В оройгоор г-ээр дамжин Л- д хурч боло х 
ба дараа нь чиглэлт г гинжээр явж Л-гаас Х-я хурч 
полно. (57 дугаар зураг) 



57 дугаар зураг 

Н - д е-г нэгтгэвэл шаардагдсаи чанар бухий ѳмнѳ" 
хѳѳс их, (7-ийн хэсэг гарна. 

Хэрэв е=(Л, В) ирмэг нь цикл ирмэг бол тэр нь 
шар нэг С циклд хамаарагдана. Л-гаас В - д хурсний да- 
раа Н - д хамаарагддаг, С-гийн эхний В орой хуртэл С- 
гийн дагуу явах чиглэлнйг бид С - д тогтооё. Эиэ бух 
нрмэгуудийг Н - д нэгтгээ. X нь Н - ийч дурын, У пь 
С-г.ійн дуры і орой аоюг. Тэдзэа 77-д хамаарагддаг, 
Ѵ-іійг Л-тай холбосон члглэлг Р гиіжійг олж болох 
ба дараа нь С-гпйп дагуу С-гийн У орой хуртэл явж 
болію. Буцааі аад І^-Э5С С-гийн дагуу В орой хуртэл 
явж дараа нь //-д хамаарагддаг чиглэлт гинж 2-ээр 
С-ээс Х-я очиж болно. Ийм учраас С-гийн дурдсан 
нрмэгуудийг Н - д нэгтгэхэд ууссэн чиглэлт граф нь 
дээрх шаардлагыг хангана. Ѳѳрѳѳр хэлбэл ирмэгуудэд 
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э:ші'лспіі чшѵіэлийг баримтлан явж С циклийн Дурын 
ігн тг-м'эп оройгоос дурын ѳѳр оройд хурч болох нь 
млэрхий (58 дугаар зураг). Энэ процессийг ургэлжлуу- 
лэп эцсийн эцэст аих авсап О графыг дээрх шаардла- 
гнг хангасан чиглэлтэй болгож болно. 

Хотып і'удамжнуудад нэг чиглэлийн хѳдѳлгѳѳнийг 
тогтоох нь тээврнйн хэрэгслийн хурдыг нэмэгдуулэх 
боломжийг олгох боловч урьд энэ хотоор явж узээгуй 
жолооч хотыг машинаар тойрох гэвэл туунд нилээд 
бэрхшээл тохиолдоно. Хэрэв хотын гудамнууд хоёр' 
чиглэлийн хѳдѳлгѳѳнтэй бол жишээлэхэд II булгийн 
4 §-д тайлбарласан аргыг хэрэглэж болно. Харин тэнд 
ирмэг бурийг хоёр чиглэлээр нь явж ѳнгѳрч болдог 
байсан нь чухал билээ. Хэрэв бух гудамжнуудад юмуу 
зарим гудамжнуудад нэг чиглэлийн хѳдѳлгѳѳн тог- 
тоогдсон бол графын дурын хоёр оройг холбосон чиглэл- 
тэй гинж ядаж нэг оршинбайна гэсэн гарцаагуй нѳхцѳл- 
тэй уед ч энэ бодлого нь нилээд тѳвѳгтэй юм. Заасан 
чиглэлуудийн дагуу графаар яаж явбал эцсийн эцэст 
тууний бух ирмэгуудээр орж болох вэ? гэж энэ бод- 
логыг ерѳнхий байдлаар томьёолж болно. Ингэж той- 
рохдоо явж ѳнгѳрсѳн замаа мартахгуй санаж байх нь 
яриангуй чухлаас гадна гудамжнуудын сулжээний уус- 
гэж буй графын будуувч зургийг урьдчилан бэлтгэсэн 
байвал нэн ч хялбарчлагдана. 

Бид ямар нэг а 0 цэгийг авч энэ цэгээс гарсан аль 
нэг гудамжийг даган хѳдѳлье. Тэгээд ямар нэг уулз- 
вар дээр ирээд энд ямар гудамжаар явж ирсэн ямар шинэ 
гудамжаар шилжихээ зураг дээр тэмдэглэе. Ер нь цааш- 
даа энэ уулзвараас гарсан бусад гудамжнуудыг тэдний 
чиглэлийн хамтаар тэмдэглэх нь ашигтай. Ямар нэг ху- 



59 дугээр зураг 



гацаа ѳнгѳрсний дараа урьд нь очиж байсан аль нэг й\ 
уулзварт бид буцаж ирнэ. (59 дугээр зураг). Урьдчилан 
бэлтгэсэн будуувч зургаа харъя. Хэрэв бид бух гудам- 
жуудаар явчихсан бол манай бодлого бодогдчихно. Хэ- 
рэв тийм биш бол урьд явж ѳнгѳреѳгуй (с, сі) гудамж 
олдоно. Ѳгѳгдсѳн НѲХЦѲЛ ёсоор Д!-ИЙГ с-тэй холбосон 
чиглэлтэй гинж оршин байх ёстой билээ. Бид энэ гин- 
жээр явскы дараа (с, й) гудамжаар явъя. 



60 дугаар зураг 61 дугээр зураг 


(аі-ээс гарсан урьд яваагуй гудамжнаас эхлэх нь нэп то- 
хнромжтой нь мэдээж). Энэ маягаар цаашид ургэлж- 
луулбэл эцсийн эцэст бид хотын бух гудамжуудаар 
явж чадах нь илэрхий. 

Д а с г а л 

1. Энэ зуйлд тайлбарласан аргыг хэрэглэн 14 ба 34 ду- 
гээр зураг дээрх графууд дээр чиглэлуудийг тогтоо. 

2. Будуувч зургууд нь 60 ба 61 дугээр зураг дээр дурс- 
лэгдсэн хотуудын хувьд энэ бодлогыг бод. 


3 §. Оройн зэрэг 

I булгийн 6 дугаар зуйлд нэг тѳгсгѳл нь А байдаг 
тийм бух ирмэгуудийн тоог А оройн р (Л) зэрэг гэж 
пэрлэн чиглэлгуй графын бух ирмэгуудийн тоог бид бо- 
дож гаргасан билээ. Чиглэлтэй графын орой бурийн 
хувьд Л-д ордог, Л-гаас гардаг ирмэгууд гэсэн хоёр 
тѳрлийн ирмэгууд байдаг. Уунтэй харгалзан орой нэг 
бурд ордог ирмэгуудийн тоо р (Л), гардаг ирмэгуудийн 


тоо р* (Л) гэсэн хоёр тѳрлийн зэрэг байт. Жишээл- 
бэл 62 дугаар зураг дээрх графыи хувьд: 

р (Л) = 3, р* (Л) — 2 байна- 

Чиглэлтэй ирмэг і — (А, В) нэг бурд эхний Л орой 
ба эцсийн В орой байна. Ийм учраас графын нийт ир- 
мэгийн тоо УѴ-ийг нэг бол орой туе бурд орсон бух 
ирмэгуудийг тоолох юмуу эсвэл орой туе бурээс гарсан 
нийг ирмэгуудийг тоолж олж болно. Энэ нь А { , Л 2 , . . . 

. . . , А п гэсэн п оройтой чиглэлт О графыи иийт ирмэ- 
гийн тоо /V нь: 

N = р (Лі) + р (Л 2 ) + . . . + р (Л„) = 

= р*И,) + р*(л 2 ) + р*(л я ) 

нийлбэруудгйн нэгтзй нь тэнцуу ГЭСЭН уг юм. Жишээ 
болгон 49 дугээр зураг дээрх графыг авч узье. Энд 

Р(Р)=Р(^)=3, Р(Л)=2, р(Р) = 1 
р(С)=р(Я)=0, р*(/:) = р*(В) = 3 
р*(с) = 2, р*(Л ) = 1, р*(В) =р *(0) = О 

байна. Хоёр тохиолдлын алинд нь ч иийлбэр нь 9-тэй 
тэнцуу байна. 

Оройн зэргууд нь ямар нэг онцлог чэнартай чиглэлт 
янз бурийн графууд байдаг заримыг дурдъя. Хэрэв гра- 
фын бух оройн зэрэг нь нэг ижил г тоотой тэнцуу буюу 
орой Л бурийн хувьд 

р(Л) = р*(Л) — г 

байвал ийм графыг г зэргийн нэгэн тѳрлийн граф 
гэдэг. Цикл нь (63 дугаар зураг) ийм графын хялбар 
жишээ болно. Энд Л орой бурийн хувьд 

р(Л ) = Р*(Л) = 1 

байх энэ граф нь 1 зэргийн нэг тѳрлийн граф юм. 

Баг бур нь бусад баг нэг буртэй тоглох ёстой тойр- 
гийн журамтай тэмцээний графыг дахин авч узье. Эх- 
лээд тэмцээнд оролцеон багуудын тоо тэгш байж гэж 
узье. Тэгвэл баг бур тойрог бухэнд тоглоно. ) 

Мѳн к тойргийн дараа баг бур бусад к багтай тог- 
лоно. Харгалзах графын орой бурд к ирмэг байх ба 
тэгэхдээ зарим ирмэгууд нь орсон байна. Тодорхой хэл- 
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62 дугаар зураг 


63 дугаар зураг 


бэл хожигдолд харгалзсан нь орсон ялалтад харгалз- 
сан нь гарсан (тэнцэж болохгуй гэж бид узнэ) байна. 
Мйм учраас тийм графыи А орой бурийн хувьд 

Р (А) + р* (Л) = к ѵ (1) 

байна> 

Хэрэв багуудын тоо иь сондгой бол тойрог бурд 
нэг баг тоглохгуй сул улдэнэ. Тойрог бурд тоглосон 
багийн хувьд (1) тэнцэл хучннтэй, нэг тойрог алгассан 
)аг В -уудийн хувьд 

Р (В) + р* (В) = к-1 (2) 

тэнцэл биелнэ. 

Д а с г а л 

1. Таван оролцогчидтой тэмцээний хоёр ба гурав дахь 
гойргийн дараахь байдалд харгалзах графуудыг байгуул. 

2. Хэрэв тэнцээ байж болио гэж узвэл (1) ба (2) тэнц- 
лууд яаж ѳѳрчлѳгдѳх вэ? 

3. л— 5, 6, 7, 8 оройтой г— 2 зэргийн нэг тѳрлийн чиг- 
лэлт графуудыг байгуул. 

4§. Уг гарлын графууд 

Хэм нэг хуний у г удмын модыг зурахдаа садан тѳр- 
.111 йм хамаарлыг узуулэхийн тулд чиглэлт графыг хэрэг- 
лэік болио. Гэр булийп гишуун Л-гаас гишуун В. руу 
татсан (А, В) ирмэг, В нь Л-гийм хуу юмуу охин юмуу 
гэдгийг заана.- Удамшлыг судлахаар амьтад дээр хий- 
сэн туршлагын дунг тодорхойлон бичихдээ (Л, В) чиг- 
лэлт ирмэгээр В нь Л-гийн шууд удам гэдгийг тэм- 
дэглэп ийм маягийи схемийг бпологт ѳргѳн хэрэглэдэг. 

Тийм уг гарлын графууд нь бараг илэрхий зарим 
нэг онцлог чанаруудтай байдаг. Бодгаль бур (амьтан 
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пэг бур) эцэг эх хоёртой байдаг учраас орсон ирмэг, 
орой бурд хоёр байх ёстой буюу 

?*(В) = 2 (3) 

байдаг нь дээрх чанаруудын нэг нь юм. Ингэхлээр уг 
гарлын графынундсэн уур нь 64 дугээр зураг дээр дурс- 
лэгдсэн шиг хоёр ирмэгээс тогтоно. Энд эцэг О, эх 
М гэсэн хоёр бодгалийн шууд удам нь В юмаа гэд- 
гийг харуулна (Ердийн моднуудын адил). Уг гарлын 
мод нь тэнгэрт тултлаа (хязгааргуй) ургэлжилж ча- 
дахгуй гэдгийг энд тэмдэглэе. Бидний мэдлэг хязгаар- 
лагдмал учир эцэг эхийн аль нэг нь юмуу эсвэл 
хоёулаа бидэнд мэдэгдэхгуй болох тийм цаг уе зайлш- 
гуй тохиолдох болно- Ийм учраас (3) тэнцлийг 

Р*(В)<2 (4) 

гэсэн тэнцэл бишээр солих нь зѳв байхсан билээ. 

Садан тѳрлийн харьцаа бухэн нь уг гарлын граф 
дээр ямар нэг дурсээр дурслэгдэнэ. Жишээлбэл В ,, 
В 2 , В г нь О ба М гэсэн нэг эцэг, эхийн хуухэд уч- 
раас эд нар нь нэг бол ах дуу, нэг бол эгч дуу нар 
юм гэдгийг 65 дугаар зураг харуулж байпа. 

М 


64 дугээр зураг 

Ѵуний адилаар В± нь В\, В 2 , В ъ -тай пэгэн адил Л4 
эхтэй, О ба О і гэсэн ѳѳр эцэг эхтэй учир эх нэгтэй 
ах дуу нар болохыг 66 дугаар зураг дээр харуулж 
байна. 

Бид сонирхолтой асуудалд одоо хурч ирлээ- Орой 
бурд нь хоёроос илуугуй ирмэг орсон, ѳѳрѳѳр хэлбэл 
(4) нѳхцѳлд тохирдог ѳвѳрмѳц маягийн чиглэлт граф 
бидэнд ѳгчээ гэж узье- Тэгвэл энэ графыг уг гарлын 
граф гэж узэж болох уу? гэсэн асуулт тулгарна- Ѳѳрѳѳр 
хэлбэл орой бурд нь орсон хоёр ирмэг нь 64 дугээр 
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66 дугаар зураг 

зураг дээр дурсэлсэн дурсийг уусгэж байхаар орой- 
нуудыг буюу тэдэнд харгалзах бодигалуудыг О эц- 
гуудийн ба М эхуудийн гэсэн хоёр ангид ямагт ху- 
вааж болох уу гэсэн асуулт юм. Ингэж тэр болгон 
хувааж болдоггуйг жишээ (67 дугаар зураг) узуулж 
байна. А, нь О ангид хамаарч байжээ гэж бодъё Тэг- 
ВЭЛ тууний хуухэд Ві нь Л 2 -ийн хуухэд тул А 2 нь М 
ангид хамаарна. Нэгэнт В ъ нь Л 3 ба Л 2 -ын хуухэд тул 
А 3 нь мѳн О ангид хамаарах ёстой болно. В 2 нь хоёу- 
лаа О ангид ордог ба Л 2 ба Л 3 -ийн хуухэд болж энэ 




граф дээр харгалзаатай зѳрчилдѳпѳ. Л,-ийг М аигид 
хамааруулахад ч мѳи уунтэй адил зѳрчил орно. 

Эиэ бэрхшээлийп шалтгааныг олохын тулд ямар нэг 
Лі оройгоос эхлэа туунийг О ангид хамааруулъя. Хэ- 
рэв Л | нь ^і-гийн эцэг эхийн нэг бол нѳгѳѳ Л 2 -ийг М 
ангид хамааруулъя. Хэрэв Л 2 нь мѳн В 2 - ийн эцэг эхийн 
нэг Л 3 орой тууний нѳгѳѳ нэг эцэг эх нь бол Л 3 -ыг О 
ангид хамааруулах гэх мэтчлэн ургэлжлуулэв. Тэгвэл 
ээлж ээлжээр О ба М ангид ордог бодигалуудын 

А і, Ао, • • • , Л, (5 ) 

гэсэн „ээлжлэх“ дараалал гарна. Зэргэлдээ хоёр ир- 
мэг бур нь эсрэг чиглэлтэй 

(Ль В ]), (В], Л 2 ), (Л 2 , В > ) , {В 2 , Л 3 )--- 
гэсэн ирмэгуудикп дарааллаар эдгээр нь манай граф 
дээр холбогдопо (68 дугаар зураг). 


А, А ^ А 3 • • • Ап 



68 дугаар зураг дээрх шиг Л, ба А п нь В п - ийи эцэг 
эх байжээ гэж бодъё. Эпэ нь 

(А Х В Х ), (Л 2 , В х ) (Л,5,), ..., (Л„, В а ) (Л,, В п ) (6) 
гэсэн „ээлжлэх 11 циклийг ѳгнѳ. Тэгвэл А\ ба А п ѳѳр 
ѳѳр ангид хамаарагдах ёстой нь илэрхий ба иймд п нь 
тэгш тоо бзйх ёстой бзйна. Энэ нь биднийг доорх ур 
дунд хургэнэ- 

Тѳрлийн ііѳхцѳл. О нь (4) нѳхцѳлд тохар- 
дог, яиглэлт граф долог. Хэрэв О графин орой- 
нуудиг М „ эхуудийн “ О „ эцгуудийн “ гэсэн хоёр ан- 
гид дээрх нѳхцѳлд тохируулан хувааж болдог бай- 
вал дурын,, ээлжлэх “ цикл дэх А; эцэг эхяуудийн 



(5) дараалал нь піэгиі гпооны гѵжуудээс тогтоно. 

Энэ нѳхцѳл нь „ээлжлэх“ (6) циклийн ирмэгуудийн 
тоо нь дѳрѳвт хуваагдана гэсэнтэй адил чанартай юм. 
Хэрэв тѳрлийн нѳхцѳл биелбэл гргфын оройн бурийг 
дээрх ангиудын нэгэнд хамааруулж болно- А г оройгоос 
эхлэн туунийг дурьш (О-д юмуу Ж-д) ангид хамаа- 
руулъя. Хэрэв А і нь хуухэдгуй юмуу эсвэл хуухэдтэй 
ч гэсэн тэдний ѳѳр эцэг эх бидэнд мэдэгдэхгуй бол 
А,-ийн ангийг тодорхойлсноос ямар чмѳрдѳлгѳѳ гарах- 
гуй. Хэрэв Лі'пь хуухэдтэй бол А г ээс эхэлсэн элдэв ян- 
зын „ээлжлэх“ гинжуудийг авч узье. Уугээр (5) дараал- 
.іын аль ч гишуунийг ямар ангид орох ньнэг утгатай то- 
дорхойлогдоно. Ѵнэндээ хэрэв А г ээс Л я -д хурсэн хоёр 
гинж байгаад А п нь О ба Ж-д хоюуланд нь хамаардаг бай- 
сан бол нэгдугээр гинжээр Л г ээс Л л -д хурч хоёрдугаар 
гинжээр Л]-д буцаж ирж болох тул „ээлжлэх" гннжийн 
оройн ТОО сондгой болж тѳрлийн нѳхцѳлтэй зѳрчилдѳнѳ. 

Эхний удаагийн энэ байгуулалтаар графын бух оройн 
ангийг тодорхойлж чадахгуй. Дараагийн алхамд ямар ч 
„ээлжлэх“ гинжээр Л,-тэй холбогдоогуй ямар нэг А\ 
оройг авч туунийг дурын ангид хамааруулан дээрх бай- 
гуулалтыг хийе. Дараа нь А х ба А\ -ийн алиитай нь ч 
холбогдоогуй ямар нэг гурав дахь А\ оройг эхлэх орой 
болгон авах зэргээр графын орой бур нь тодорхой ап- 
гитай болох хуртэл ургэлжлуулье. Ангийг тодорхойлох 
энэ арга ямар нэг бодгалийн эцэг эх нь хоёулаа нэг 
айгид орчих тийм зѳрчилд хэзээ ч хургэхгуй нь илт. 

Графын оройнуудыг хоёр ангид зѳрчилгуй хуваах 
боломжийг олгодог нѳхцѳлийг олсны дараа энэ нѳхцѳлд 
граф бухний удамшил судлах ямар нэг туршлагад хар- 
галзах граф гэж узэж болох уу гэсэн асуудал тавих 
нь зуйн хэрэг юм. Ѵуний тул бас нэг пэмэлт хязгаар- 
іа іыг графад тавих хэрэгтэй гэдгийг харахад хялбархап. 

Оі — нэг бур нь ѳмнѳхийнхѳѳ удам пь байх 

Ои 0 2 , .... О п (7) 

гэсэн бодлогуудыи дараалал байж гэж саная. Энэ нь 
граф дээр чиглэлт гинжээр 69 дугээр зураг дурслэгд- 
жээ. Энэ бодгалиуд цаг хугацааны хувьд мѳн ийм 
эрэмбэтэй тѳрсѳн байх ёстой. Ийм учраас ‘І) п пь І) х - 
ийн эцэг нь юмуу эх нь байж болохгуй. Ѳѳрѳѳр хэл- 
бэл манай граф чиглэлтийг циклийг агуулж болохгуй. 
Ийм графуудыг циклгуй графууд гэж нэрлэдэг. 
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69 дугээр зураг 

Чиглэлт ямар граф удамшилтын туршилтыг тодорхойлж 
байж болохын гарцаагуй гурван иѳхцѳлийг бид оллоо. 
Энэ пь 

1. Бух А-гийн хувьд р* (А) < 2, ѳѳрѳѳр хэлбэл, 
аль я оройд хоёроос илуу ирмэг ороогуй. 

2. „ Ээлжлэх “ циклийн ирмэгийн тоо нь дѳ- 
рѳвяі хуваагддаг. 

3. Граф нь циклгуй бабх гэсэн нѳхцѳлууд юм. 

V уний урвууд хэрэв энэ гурван нѳхцѳл биелж бай- 

вал бух оройг зохих ёсоор ангиудад хувааж болох ба 
ингэхлээр графыг бухэлд нь удамшлыи туршилтыг то- 
дорхойлж байгаа граф гэж узэж болно- Энд (Л 0 , В) 
ирмэг нь Л 0 -ийн шууд удам В мѳн гэдгийг заах ба В - г 
тѳруулэгч нѳгѳѳ нэг нь (хэдийгээр бидэнд мэдэгдээгуй 
байгаа боловч) ѳѳр ангийн бодгаль юм. Ийм учраас энэ 
гурван нѳхцѳлийг удамшлын ерѳнхий схемийн захирагдах 
нѳхцѳлууд гэж узэж болно. Эдгээр нѳхцѳлуудийг н<ирийн 
хэлэн дээр хѳрвуулбэл: 

1. Амьтан нэг бур хамгийн олондоо л хоёрын дун- 
даас тѳрнѳ. 

2. Тѳруулэгчдийн нэг нь эцэг, нѳгѳѳ нь эх байна. 

3. Хэн ч ѳѳрѳѳ ѳѳрийнхѳѳ удам болохгуй гэсэн илт 
унэн зуйлууд юм. 




71 дугээр зурдг 
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Эцэст нь удамшлын графын хувьд бас нэг тайлбарыг 
хийе. Бид манай графыг удамшлын дурын туршилтын 
граф гэж узсэн билээ. Хэрэв бид хуний тухай ярьж 
байгаа бол манай уг удмын модноос зарим нэг ѳвѳр- 
мѳц дурсийг зайлуулах хэрэгтэй болно. Жишээлбэл 
хэп ч эгч, дуутэйгээ гэрлэдэггуй, хэн ч ах дуутэйгээ 
гэрлэдэггуй учир манай граф 70 дугаар зураг дээрх 
шиг дурсийг агуулахгуй. Мѳн хэн ч ѳѳрийн эцэг эхтэй 
гэрлэж болохгуй учир 71 дугээр зураг дээрх дуре ч 
байж болохгуй гэх мэтчлэн байна. 

Д а с г а л 

1. Хоёр бодгаль а) бул ах дуу (эсвэл уеэл эгч дуу, 
эсвэл уеэл а* дуу). б) авга эгч (юмуу авга ах) ба ач хуу 
(юмуу зээ охин) байхад харгалзах графыг зур. 

2. 72 дугаар зураг дээрх графын оройнуудын ангийг эл- 
дэв бух аргаар тодорхойл. 


- , - - і 



3. а) иэг эхтэй ах, дуу; б) евег эцэг ба ач охин 
в) авга ах, ач охин юмуу авга эгч, ач хуу хоорондоо гэр 
бул болж ул болохыг хориглосон хориглолтыг удамыз мод- 
ноос зайлуулахад уусэх графыг зур. 



Ѵ| булэг 

ТОГЛООМУУД БА ТѲВѲГТЭЙ БОДЛОГУУД 


§1. Ухаан сорих бодлого ба чиглэлт граф 

Олонхи тѳвѳгтэй бодлогуудыг графын хэлэн дээр 
тайлбарлаж болдгийг бид дээр, дурдсан (И булэг, 6§) 
билээ. Тэгэхдээ янз бурийн байрлалууд нь графын орой- 
нууд, нэг байрлалаас нѳгѳѳд шилжих боломжид нь гра- 
фын ирмэг харгалздаг билээ. Тѳвѳгтэй бодлогын бо- 
долт ѳгѳгдсѳн анхны байрлалаас нэг юмуу хэд хэдэн 
эцсийн буюу хожлын байрлалд хургэх гинжийг олох 
бодлогод шилжих юм. Ийм бодлогод бид чиглэлгуй 
графуудыг ашиглаж байсан. Нэг байрлалаас нѳгѳѳд 
шилжиж болдог бол буцаад шилжиж болно гэдгийг 
дуугуй зѳвшѳѳрсѳн учраас л ингэж дурсэлсэн билээ. 
Усчны тухай, хартай гурван хар хуний тухай, шатрын 
хѳлгѳн дээрх морины хѳдѳлгѳѳний тухай бодлогуудад 
чухамдаа ийм байсан билээ. Харин олонхи бодлогуу- 
дад шилжилт нь зѳвхѳн нэг чиглэлт боломжтой байдаг- 
Ийм тохиолдлуудад аргагуй чиглэлт графы г хэрэглэх 
хэрэгтэй болдог. Хэрэв зарим шилжилт нь хоёр чиг- 
лэлдээ боломжтой бол харгалзсан оройнууд нь эсрэг 
чиглэлтэй хоёр ирмэгээр холбогдоно. Эпэ тохиолдолд 
харгалзсан ирмэгуудийг чиглэлгуй улдээн холимог гра- 
фыг хэрэглэж болно. Ийм бодлогыг бодохын тулд эх- 
ний байрлалаас эцсийн байрлалд хургэх чиглэлтэй гин- 
жийг граф дээр олох хэрэгтэй болно. 

Ихэд дэлгэрсэн эртний нэг бодлогыг жншээ бол- 
гон авч узье. Хэн нэг хунд харгалзан 8,5,3 литрийн 
багтаамжтай А, В, С гэсэн гурван сав байжээ. А сап 
п ь дуурэи устий 1 байсан ба тууний усыг Л, В, С-гээс 

'Энэ номонд бид хэрэглэсэн ус гэсэн угнйн оронд „неимении 
а рхи“ гэсэн ур байгааг сануулъя (ред). 
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ѳѳр сав хэрэглблгуйгээр хоёр саванд тэнцуулж хийх 
хэрэг гарчээ. 


с 



Графын аргаар бодлогыг бодохын тулд доорхи схе- 
мийг (будуувчий ) ашиглая. В ба С савууд дахь усны 
хуваарилалт бурд ( Ь , с) хос харгалзуулъя. Ѵупд Ь пь 
В савны, с нь С савны усн-зі хэмжээ юм. Эхлээд ( Ь,с ) 
пь (о, о) утгатай байх ба эцсийп байдалд А ба В сав 
тэнцуу устай С пь хоосон байх шаардлагатай учир э ц- 
сийн хуваарилалтад (4, 0) гэсэн утга харгалзапа. 

Координаттай хавтгай ] дээр ( Ь , с) хос бодит тоо 
бухпийг цэгээр дурсэлж болох учраас савиууд дахь 
усны элдэв хуваарилалтад харгалзах цэгуудийг графын 
оройнууд гэж узэж болно. В ба С саванд бутархай 
тооны литр ус юулж болохгуй нь бодлогып томьёол- 
лоос илт учраас сайндаа л і пь 0, 1, 2, 3, 4, 5, С 
иь 0, 1, 2, 3 гэсэн утгуудыг авч болно. Ийм учраас 
байж болох элдэв ( Ь , с) хосуудын тоо нь 6X4 = 24, 
ѳѳрѳѳр хэлбэл, мапай граф нь 24 оройтой байна. Савуу- 
дад усыг юулэх замаар ѳгѳгдсѳн (Ь 0 , с 0 ) хуваарилал- 
таас (^ь С[) хуваарилалтад шилжиж болдог байвал (Ь 0 , 
с 0 ) оройг (Ь { , Сі ) оройтой чиглэлт ирмэгээр холбоё. 


1 Координаттаіі хавтгай гэсэн угпйг хавтга йд тэгш ѳнцѳгт коор- 
діінатын систем сонгон авсан гэж ойлгоорой. (Ред). 
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Манай жишээн дээр эхний О (о, о) байрлалаас 0А\ 
ба 0А 2 (73 дугаар зураг) ирмэгууд гарна. А г 
оройгоос гарч Лц(5,3) ба Л 12 ( 2, 3) оройнуудад, Л 2 
оройгоос бол Л 2 і (3,0) ба Л 22 (5,3) оройнуудад хурч 
болно. Дараа нь эдгээр байрлалуудаас тоглоомьш дур- 
мийг баримтлан явж хурч болох оройнуудыг бид тоо- 
чиж болох ба энэ маягаар цааш ургэлжлуулж болно. 
Хэрэв тѳгсгѳлийн Т (4,0) оройд унэндээ хурч болох 
байвал саяын арга нь эцсийн эцэст туунд хургэнэ. Унэн- 
дээ О- оос Т- д очсон гинж оршин байвал О-оос Т- д 
хурсэн гинжууд дотроос аль болох цѳѳн тооны ирмэг 
агуулсаи гинж буюу усыг юулэхэд аль болох бага ху- 
гацаа зарцуулах утгаар „хамгийн сайн“ шийдийг олох 
асуудал тавьж болно. Ер нь ямар нэг О оройгоос 
эхэлж ѳгѳгдсѳн Т оройд олон янзын замаар хурч болох 
кг О оройгоос дурдсан аргаар явж хурч болдоггуй 
т-иШ и оройнууд ч байна. Манай жишээн дээр V (1, 1), 
П 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2) 

ОООЙНУУД нь Х ѴР Ч болдоггуй тийм оройнууд ЮМ. 

^ ѲѳР ѳѳ Р хэлбэл усны бололцоот бух хуваарилалтанд 
анх харгалзуулсан 24 оройны 8 нь огт ул хурч орой 
болох ба зѳвхѳн 16 орой нь л бодлогод тавьсан зорил- 
год хургэнэ гэж хэлж болно- 

БоДЛОГЫН бодолтод хийгдэх бух юулэлтуудийг (хѳр- 
л эн) буцаан хийж болох учраас энэ бодлогын бодолт 
нь чиглэлийн графын аргыг хэрэглэхийн тийм ч сайн 
тайлбар болж чадахгуй гэж дурдъя. Хэрэв бид ѳѳр 
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хуваарилалтаас жишээлэхэд В ба С савнууд нэг нэг 
литр устай байсан уеэс эхэлсэн ѳѳрѳѳр хэлбэл (1,1) 
оройгоос эхэлсэн бол бух ирмэгууд нь (1,1) оройгоос 
гарна гэдгийг мѳи сануулъя. 

Д а с г а л 

1. Юулэлтийг давтан хийлээ ч гэсэн ^/-ийн нэг хуваа- 
рилалтаас нѳгѳѳд хэзээ ч шилжиж чадахгуй гэдгийг 
узуул. 

2. 74 дугээр зураг дээр И олонлогийн цэгуудийг дур- 
сэл. Тэдгээрийн байрлал юу заах вэ? 

3. Савиуудын багтаамж ѳмнѳхѳѳс ялгаатай жишээлэхэд 
А — 12 , В =7, С — 4 байх уед дээрх бодлогыг бод. 


2 §.Тоглоомын онол 

Бодлого бодохдоо хун уул бодлогонд агуулагдсан 
бэрхшээлтэй тулгардаг бол хун тоглоом тоглохдоо ѳѳр 
хуний эсрэг тоглодог. Математикийи зугаатай бодло- 
гын салбарт бид ийнхуу шилжсэн тул тоглоомын оно- 
лын талаар зарим нэг ерѳнхий тайлбарыг ѳгье. Суулийн 
жилуудэд хоёр оролцогчидтой тоглоомын онол нь ма- 
тематикийн судалгааны чухал салбар болж ирлээ. Хэ- 
рэглээний шинж чанартай олон бодлогуудад энэ онолыг 
хэрэглэж байна. Жишээлбэл тоглоомын онолыг эдийн 
засаг, техникт нарийн тѳвѳгтэй зорилгыг эдийн засгийн 
хувьд хамгийп хямд юмуу ур ашигтай гуйцэтгэх арга 
замыг эрж олохтой холбогдсон гсуудалд хэрэглэж 
байна. 

Бид энд тоглоомын ерѳнхий онолыг судлахгуй. Нууд- 
лууд нь тохиолдлоос хамаардаггуй харин тоглож буй 
хумуусийн хусэл зоригоос хамаардаг тийм тоглоомуу- 
дын стратегийг тодорхойлоход чиглэлт графыг яаж 
ашиглаж болохыг бид узуулье. Тийм тоглоомуудын 
тѳгс сайи жишээ нь татар, даам болж чадахаас гадна 
мѳи тэг ба чагт гэдэг энгийн тоглоом ч ийм тоглоо- 
мын тооид орно. 

Бид иймэрхуу тоглоомуудад ямар нэгэн байрлалуу- 
дад нь оройнуудыг, нэг байрлалаас нѳгѳѳд шилжих шил- 
жилтууд нь чиглэлт ирмэгуудийг харгалзуулиа. Байрлал 
нэг бурд А* ба АІ хоёр тоглогчийн хэн нь нуух эрх- 
тэй вэ? гэдгийг мѳн бид мэдэж байх ёстой. Ийм учраас 
бух байрлалуудыг жишээлэхэд Л,ба А 2 гэсэн хоёр булэгт 
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хупплж нуудэл бурийг Л,-ээс Л 2 -д очсон юмуу эсвэл 
/Ѵ. 1 -ООС Л|-Д очсоп чи гл элт ирмэгээр дурслэх НЬ 30ХИСТ0Й 
юм. I Іэгзн нжил байрлал А х ба Л 2 -ын хоёуланд нь нэгэп 
зорэг ч харгялзаж болох том. 

Тэгнэл тоглоом нь А] тоглогч ямар изг чиглэлт ир- 
мэгийи дагуу пуудэл ХИЙЖ ОЛОНЛОГ ИЙІ! шинэ байр- 
лалд очиход харни Л 2 нь Л,-руу буцна. 

Ууиийг бид ганц хуутэй бѳгѳѳд тэр хуу нь хоёр 
олонлогийн хооронд чиглэлт ирмэгуудээр наашаа цаа- 
шаа хѳдѳлдѳг тийм тоглоом гэж узэж болію. Тоглогч 
бур байрлал бурд чухам ямар нуудэл хийх хусэлтэйгээ 
мэдэж байх нь мэдээж. Ийм учраас тоглогч бур ямар 
нэг дэвтэрт ѳѳрийнхѳѳ стратегийг биччихсэн ѳѳрѳѳр хэлбэл 
ѳгѳгдсѳн нѳхцѳлуудэд чухам ямар нуудлийг сонгон 
авахаа заачихсан байж гэж санаад бид тоглогчдоос ч ор 
татгалзаж болію. Иймд хэрэв тоглоомын граф нь мэ- 
дэгдсэн ѳѳрѳѳр хэлбэл тоглогчдын стратеги ба нуудлууд 
нь мэдэгдэж л байвал тоглоом нь бурэн тодорхой болно. 

А* хожихын тулд ямар пэг эхний байрлалаас, Л 2 
тоглогчийн тоглолтоор заримдаа тодорхойлогдсон чиг- 
лэлт гинжээр явж А 2 олонлогийіг Ва] хожлын байрлалд 
хурэх ёстой. Уунгэй адиаир А * хожакын тулд тууннй 
суулийн нуудэл нь А\ олулю ’ийч Ва-, хожлыіі байрлалд 
хургэх шилжилт байх ёстой. Доорх хоёр тохиолдлын 
нэгэнд нь тэпцээ гарч болно. Нэг талаас Л г д юм уу 
эсвэл Л 2 олонлог т ганц чирмэг гараагуй тнйм тѳгсгѳлийн 
байрлалууд байж болно. Ийм байрлалуудыг тэнцээний 
байрлалууд гэж нэрлэж болно. Шатарт тийм байрла- 
лыг „жигд 1 * гэж нэрлэдэг. Тэнцээний нѳгѳѳмаяг нь тог- 
лоом „тѳгсгѳлгуй ургэлжлэх" явдал юм. Энэ байдлыг 
зайлуулахын тулд ихэвчлэн зарим нэг нуудлуудийг дав- 
тан нуухэд тоглоом дуусна гэсэн дурэмтэй байх шаард- 
лагатай юм. Шатрын нэгэн ижил нуудлийг дараалан 3 
уда а давтан нуувэл л тэнцээ болов гэж тоолдог ба 50 
нуудлийн туршид ямар ч бод автагдахгуй юмуу эсвэл 
ямар нэг хуу нуудэл сэлгэхгуй бол тэпцээ боллоо гэж 
узэх дугэм байдіийг сануулъя. 

Одоо бид тоглоомын дур зургийг тодорхой хзрж 
чадах боллоо. Ямар нѳхцѳлуудэд зохих ёсоор то. -доход 
А\ (эсвэл Л 2 ) заавал хожих вэ гэсэн нэг чухал асуу- 
дал л улдлээ. Энэ асуултад графын тусламжтайгазр 
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хариулж болно. Ѵунийг тодорхой харах хамгийн сайп 
арга нь А\ -ийн хожлын тѳгсгѳлийн байрлалуудаас бу- 
цаж явах явдал юм. Энэ байрлалууд нь Л* 2 -ийн хожигд- 
лып байрлалууд учрагс тийм бух байрлалуудыг /7 0 (А,) 
гэж тэмдэглэе. /7 0 (Л 2 )-д хургэдэг нрмэг буюу нууд- 
луудтэй тийм байрлалууд Л, олонлог дотор бий. А* 
пь тийм байрл ілуудаас нэг нуудэл хийж хожно. Энэ 
олонлогийг 5,(Л|) гэж б ад тэмдэглэз. Нэг бол /7 0 (Л 2 ) 
олонлогт хамаардзг юмуу эсвэл тэдгээрээс /^(Л^-Д 
зѳвхѳн шилжиж болдог тийм байрлалуудыг Пі(А 2 ) гэж 
тэмдэглэе. Хэрэв Л 2 тоглогч тийм байрлалд очсон бол 
тэр нэг бол хожигдчихсон байна, эсвэл нэг нуудлийи 
эцэст хожигдолд заавал хурпэ. Ийм учраас бид энэ их 
/7,(Л 2 ) (75 дугаар зураг) олонлогийг Л 2 -ийн хожигд- 
лын байрлалуудын олонлог гэж узэж болно. 



Л 2 -ийн хожигдлын байрлалуудын олонлогийг ѳргѳт- 
гѳх энэ процессийг цааш ургэлжлуулж болно. Тэгвэл 
/7і(Л 2 )-д хургэдэг ирмэгуудтэй Л, -ийн оройнуудын ямар 
пэг Вг{А\) /^(Л,) 1 олонлог гарна. Тийм байрлалуу- 
даас А\ ихдээ л хоёр нуудлийн эцэст хожно. Цаашилбал 
бух ирмэгууд нь 5 2 (Л,)-д очдог, Л 2 .нь ихдээ хоёр нууд- 

1 5. тэмдэг: агуулагдана буюу давхцана гэсэн утгатай, 

6—144 
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лийп эцэс.т хожнгддог тийм байрлалуудын П 2 (А 2 ) олон- 
. 10 Г гп| -на. Энэ сэтгэлгээг давтан хэрэглэвэл А'і нь В к (А 2 ) 
оломлогт орсоп байрлалд хурсэи уед тэр к нуудлийн 
эцэст хожиж чаддаг юмуу туунээс ѳмнѳ хождог тийм 1 
байрлалуудаас тогтсон олонлогуудын 1 

В і (Д)сВ 2 (^)с • • • 

П 0 {А 2 ) сЯі(Аг) • 

гэсэн А, ба Л 2 олоилогуудад харгалзсан хоёр дараа- і 
лалд хурнэ. Иймд хэрэв А’і-ийн эхний байрлал нь В К 
( Л і ) олонлогт хамарч байвал А[ нь ямагт хожиж болох ; 
ба хэрэв энэ нь тийм биш бол Аі’-г энэ байрлалд хурц 
ирэхийг нь Л] саатуулахыг хичээх ёстой. Аі-ийн хожилт ; 
байрлалуудыг мѳн ийм маягаар олж олох ба харин бусад І 
бух тохиолдлуудад тоі-лоомыг ямагт тэнцээнд хургэж | 
болію. •у I 

Графын онолтой бага хэмжээгээр дѳнгѳж танилцан ; 
тоглоомын бух байрлалыг тунгаан шинжлэх боломжтой ! 
болж байгаагаараа энэ сэтгэлгээ нь зарчмын хувьд гоё , 
юм. Хэрэв уунийг практик дээр ямагт хэрэгжуулж бол- \ 
догсон бол тоглогч бур ямар нуудэл нь муу, ямар нуу- 
дэл нь сайн гэдгийг ямагт мэдэх болж хоёр хунтогло-І 
дог тийм тоглоомууд хэтэрхий илт зуйл болж хувирах- 
сан билээ. Жишээлбэл бидний дуртай тоглоом болох 
татар тийм гунигт байдалд хурдэггуй нь л завшаантай| 
хэрэг юм. Элдэв байрлэлын тоо маш их учраас оюуні 
ухаан их зарж тоглодог тоглоом гэж нэрд гарсан шат-І 
рын нэр хундийг манай хамгийн их чадалтай тооцонбо-| 
дох машинууд ч упагааж чадахгуй байх. Цагаанаар тог- 
лох нь тоглогчид ямар нэг хэмжээний ашигтай байдгийг 
томоохон тэмцээний туршлагаар харуулж байгаа боловч 
суут ер бишийн тоглогч цагаанаар тоглон ямагт хожилд 
хурч болох уу? ѳѳрѳѳр хэлбэл цагааны байрлал нь хож^ 
лын байрлалд багтах уу? гэсэн асуулт хэдийд ч шийд-! 
вэрлэгдэхгуй улдэх байх. і 

Эцэст нь жишээ болгож хоёр хялбар тоглоомыг ав^ 
узье. Нэгдугээр нь доорх тоглоом юм. Ширээн дээр 
бѳѳн чудэнз байжээ. Аі ба А’і тоглогчид ээлж ээлжээр 
хэд хэдэн чудэнзийг эндээс авна. Тэгэхдээ жишээлэхэд 
нэг удаа авахад 1-ээс бхуртэл тооны чудэнз авчболдог юм 
гэж узье. Хэн суулийн чудэнзийг авна тэр хун хожнс\ 
А* тоглогч нь 1,2, 3,4 юмуу 5 чудэнз улдсэн уед л В х (А^ 
байрлалуудаас хожлын 0 байрлалд хурч чадна. 6. чудэнз 



улдэх ганц тохиолдолд л А 2 нь ѳѳрийн эрхгуй В і (Л^-д 
орж ирнэ. 7,8,9,10 юмуу 11 чудэнз улдэх тохиолдлуудад 
л А"і тоглогч энэхуу 6-гийнтоонд хурч чадна. Ийм учраас 
В 2 {А х ) олонлог ііь 6-гаас бусад бух 1-ээс 11 хуртэлх тоо- 
пуудаас харин /7 2 (Л 2 ) олонлог пь 0,6,12 тоонуудаас тог- 
топо. Энэ маягаар ургэлжлуулэн сэтгэвэл чудэнзний тоо 
ньб-д хуваагдахгуй тийм бух байдлуудад А] хожиж болох 
нь харагдэна. Иймээс тэр нуудэл бурийнхээ эцэст л 6-д 
хуваагддаг тооны чудэнз улдээх хэрэгтэй байна. Хэрэв 
анх байсан чудэнз нь 6-д хуваагддаг ба хэрэв А] нь 
эхэлж нуусэн бол Л 2 яг ийм маягаар ямагт хожиж болно. 

Манай хоёрдугаар жишээ нь «ним» гэдэг хятадын 
эртний тоглоом юм. Энэ нь хялбар байдлаараа дараахь 
байдалтай байна. Ширээн дээр гурван хэсэг хуунууд бай- 
на. Нуудэл нэг бур нь тоглогч аль нэг хэсгийг сонгон 
туунээс доор хаяж нэг хууг авах явдал юм. Тэгэхдээ 
тэрхуу хэсгийг бѳѳнѳѳр нь авч болохыг зѳвшѳѳрнѳ. Энд 
бас хэн суулийн хууг авна, тэр хун хожно. Бид энд зѳв- 
хѳн хожлын бух байрлалуудыг нь л тоймлоё. Дашрамд 
энэ нь тоог хоёртын тооллын системд бичих дасгал бол- 
но. Бухэл тоог хоёртын зэргуудээр задлахыг та бухэн 
лав мэдэх байх. Тийм задаргааны эхний хэд нь гэвэл: 

1 =( 1 ) 

2— (1 ,0)=1 -2-1-0 
3=(1,1 )=1 -2 + 1 
4=(1,0,0) — 1 -2- -]-0- 2-І-0 
5=(1,0,1 )=1 - 2 2 + 0-2 + 1 
6=(1,1,0)=1-2*+1-2+0 
7=( 1,1,1 ) = 1 •2 2 Ч-1 -2 + 1 
8=(1, 0,0, 0)=1 -2 3 Н-0-2 2 -1-0. 2 + 0 
9=(1,0,0,1)=1. 2* + 0-2»-)-0-2 + 1 
10=(1,0,1,0)=Ь2*-Ь0-2 а + 1-2+0 

Эдгээр хоёртын тоонуудын «оронгоор нэмэх» гэж нэр- 
лэдэг уйлдэл нь нилээд ѳвѳрмѳц уйлдэл юм. Энэ уйлд- 
лийг яаж гуйцэтгэдгийг узуулэхийн тулд хоёр жишээ 
авч узье. 

10 11 1111 

3 0 1 110 

110 II 

11 0 0 10 10 
0 10 0 

()* 
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Энэ нэмэх уйлдлийг срийн нэмэх 1 1 іи г багнннар гуйцэт- 
гэх бол он 'і харгалзах баганын 1-ийн тоо нь тэгш бол 
нийлбэрпйг 0-той тэнцуу, сондгой бол 1-тэй тэнцуу гэж 
тоолно. Эндээс узвэл э.чэ нэмэх нь хоёртын тоолльш 
системийн ерийн нэмэх уйлдлээс ялгаатай байна. 

Одоо «ним» тоглоомоо дахин авч узье. Байрлал бу- 
рийн хувьд гурван хэсэгт байгаа хуунуудийн тоог орон- 
гоор нэмсэн нийлбэрийг олъё. Хэрэв энэ тоонууд нь 
жишээлэхэд 13,12,7 юмуу 14,11,5-тай тэнцуу байхад хар- 
галзсаіі нийлбэрууд нь 

110 1 1110 

110 0 10 11 

111 10 1 

0 1 1 0 0 0 0 0 

хэлбэртэй байна. Оронгоор нэмсэн нийлбэр нь хоёрду" 
гаар жишээн дээрх шиг дан тэгээс тогтсон тийм байр- 
лалыг тэг байрлал , харин бусад бух байрлалуудыг 
регуляр байрлалууд гэж нэрлэе. А\ нь тэг байрла- 
луудад хожигдох ба харин бух регуляр байрлалууд хо- 
жино. Ѵунийг хялбараар баталж болію. Хэрэв АІ регуляр 
байрлалд оршиж байвал Л 2 тэг байрлалд орохоор хэд 
хэдэн хууг тэр авч чадна. Ѵуний тулд нийлбэрийн эхний 
нэг байгаа, тэр багананд иэгтэй тийм тооиы хуу бухий 
хэсгийг сонгон авч энэ хэсгээс хэд хэдэн хууг шинэ 
(оронгоор нэмсэн) нийлбэр нь тэгтэй тэнцэхээр авч бол- 
но. Жишээлбэл мапай нэгдугээр жишээн дээр 13=(1, 
1,0,1) хуутэй хэсгийг соигож уунээс 2 хууг авч 11 = 
= (1,0, 1,1) хуутэй болгож болно. Энэ тухайн тохиол- 
долд бусад хоёр хэсэг бурээс хэд хэдэн хуу авч 12 гэ- 
сэн тоог 10=( 1 ,0,1, 0)-аар юмуу 7-г 1 = ( 0, 0,3 фээр сольж 
болно. 

Хэрэв Л( нь Л 2 -ийг тэг байрлалд оруулбал Л 2 юу 
хийлээ ч гэсэн Лі-г тэр дахин тохирох байрлалд эргуулж 
оруулна. Ѵнэндээ Л 2 хэдэн хууг авсан ч гурван тооны 
аль нэгний нь ядаж нэг цифрийг ѳѳрчилнѳ. Ийм учраас 
оронгоор нэмсэн нийлбэрийн харгалзсан цифр ѳѳрчлѳгдѳнѳ. 
Хэрэв Л і нь Л 2 -г бух хэсгуудэд хоосон болох хамгийн 
бага тэг байрлалд оруулбал тоглоом тѳгсѳнѳ. Энэ тог- 
лоом нэгдугээр жишээнд авч узсэн тоглоомтой аль нэг 
талаар тѳсѳэтэй нь харагдаж байна. 
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Энд хэрэглэсэн аргыг гурваас илуу хэсэг бухий то- 
хиолдолд хэрэглэж болох нь илэрхий. «Ним» тоглоомыг 
авч узэхдээ бид хоосон байрлалаас эхлэн гэдрэг явж 
хожлын бух байрлалуудыг тодорхойлоогуй гэдгийг тэм- 
дэглэе. Ингэж хийж болох байсан нь мэдээж бѳгѳѳд энэ 
нь бас л ѳмнѳх дугнэлтэд хургэх байсан билээ. Гэвч мэ- 
дэгдэж байгаа шийдуудийг ашиглан ѳмнѳх ур дупгийн 
унэн зѳвийг шалгах иь хялбар юм. 

Д а с г а л 

1. Ѳѳрийнхѳѳ нэг найзтай „ним" тоглоомоор тогло. 

2. „ним" ТОГЛ 0 ОМЫН хожлын ба хожигдлын В Х (А Х ), В 2 {А ]) 
Я,(Л 2 ), /7 2 (Л 2 ) олонлогуудыг тодорхойл. 

3. Дараахь тоглоомыг авч уз. Хоёр бѳѳн чудэизнээс тог- 
логчид иэг хзсгэзс ьь нэгийг юмуу зсвэл хзсэг туе бурээс 
нэг нэгийг авка. Хэн хамгийн суулийн чудэнз авна тэр хуи 
хожко. 

В^(А | ) , Вч(А ]) П і(Л 2 ), Л 2 (Л 2 )- олонлогуудыг ол. Хожлын байр- 
лалуудыг тодорхойлох ерѳихий дурмийг та нар зааж ча- 
дах уу. 

3§. Спортын тоймчнйн гаж буруу санал 

Хѳл бѳмбѳгийн тоглолтын уе дууссаны дараа тог- 
,'іолтын уед болсон хэрэг явдал тоглогчид ба багуудын 
омцлогийн тухай дахин дахин хуучиртал пь шуун ярилц- 
даг, хамгийн хучтэй баг нь унэн хэрэг дээрээ «гараа ѳргѳ» 
(Г) гэдэг гойд сайт баг биш харин «биднийг ѳрѳвд» (Б) 
г.эдэг спортын гунигт баг байсан юм гэж ѳѳрийн уншигч- 
дадТитгуулэхийг хуссэн арга мэхтэй сэтгуулч бас бай- 
даг^л юм. Ѵунийгээ ->батлахын тулд Б нь Л- г хожсон, 
А нь В - г хожсон гэх мэтээр тоглолтуудьм дарааллыг 
Г хамгийн эцэст нь орсон байх хуртэл нь дурдах юм. 
Ямар нѳхцѳлд тийм чиглэлт эпгийн гннжийг унэндээ олж 
болохыг харахын тулд 

Лі Л 2) • • • , А п (1 ) 

гэсэн п баг юмуу тоглогчид нэг бур нь бусад улдеэн- 
тэйгээ тоглосон тохиолдлыг авч узье. Хялбарыг бодож 
эдгээр тоглолтын аль нь ч тэнцээгээр дуусаагуй юм 
гэж узье. Тэгвэл энэ тохиолдолд харгалзах граф нь бу- 
рэп граф (1 булэг, 2§-ийг уз), ѳѳрѳѳр хэлбэл, тууний 
аль ч хоёр орой нь хоорондоо ямар пэг чиглэлт ирмэ- 
гээр холбогдеон граф байна. Манай эхний дугнэлт нь 
доорх зуйл боано „ 
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Теорем 1. Чиглэлт бу рэн графад тууний бух 
оройг дайрч гарсан чиглэлт энгийн гинж ямагт 
олдоно. 

Баталгаа. Хэрэв (1) оройнуудын зѳвхѳн зарим нэ- 
і'уудийг дайрсаи чиглэлт энгийн 

{А\ А-ч), ...» (Л*_ і, А к ) (2) 

гинж байвал туунээс нэг оройгоор илуу энгийн чиглэлт 
гинжийг ямагт олж болчо гэж харуулбал хурэлцээтэй. 
Иймд Р-д дурын А к .1.1 оройг нэмэн Л ж+] оройг Я-ийн 
оройнуудтай холбосон ирмэгуудийн элдэв бололцоот чиг~ 
лэлуудийг авч узье. 

Хэрэв А к -аас А к у і тийш явсан ирмэг байвал Р- ийг 
Ак-у і хуртэл шууд ургэлжлуулж болно. Ийм учраас 
(Ак+ ь А к ) ирмэг нь Л л+ і-ээс чиглэсэн (76 дугаар зу- 
раг) юм гэж авч узье. Л к ^і-ийг А к - 1, Л«_ 2, • • • , Л г тэй 
холбосон ирмэгуудийг дараалан сопирхъё. 



Эдгээрийн ядаж нэг нь Л я+ і руу чиглэсэн ба (Л іАк+і) 
нь (Лн-ь Л л _ і, (Л/с^_і), А К л 2 >) • • • > {Ак+\, Л; + {) (Аі Ак -\- ь 
дарааллыя эхний тийм ирмэг нь байна гэж узье. Тэгвэл 

(Л/, ЛяЦ_і), (Ля+І, Л /+1 ) (3) 

гэсэн зэрэгцээ хос ирмэгуудийг авахад нэгдугээр нь 
Л/-ЭЭС А к+ 1 руу харин хоёрдугаар нь Л„ +Г ээс А [+1 руу 
чиглэсэн байна. Энэ нь 

Л|, • * . I Л;, Л^|_1, А 1+и . . . , Ля 
чиглэлт энгийн гинжийг ѳгнѳ. 

8б 



Бух ирмэгууд нь Л к+ і-ээс Я руу чиглэсэн байх то- 
хиолдлыг авч узэх л улдлээ. Энэ тохиолдолд эгэл гин- 
ЖИЙГ (А к +\, Л^ ирмэгээр эхэлж туунийг Я-гээр ургэлж- 
луулж болно. Энэ нь гинжийн эхний оройг ѳѳрчлѳх шаард- 
лагатай ганц тохиолдол юм гэдгийг тэмдэглэе. 

Тэмцээн дууссаны дараа эсрэг тоглогчдыг ялагчдын 
чиглэлт гинжид ямагт байрлуулж болдгийг энэ ур дун 
харуулж байка. Спортын тоймчийн гаж буруу саналын 
тухай бидний ярьсан зуйлийг энэ теорем бурэн тѳгс 
тайлбарлаж чадахгуй юм. Ямар нэг бэхлэгдсэн А\ орой 
авч туунээс эхлэн бусад бух оройг дайрсан чиглэлт 
гинж татахыг тэнд шаардсан билээ. Р гинжийг ургэлж- 
луулэхдээ зарим уед тууний эхний оройг солих шаард- 
лага бидэнд тохиолдсон байж 
болохоор ѳмнѳх баталгаанаас 
дээрх гинжийг байгуулж 
болно гэдгийг мѳрдѳн гарах- 
гуй юм. Ѵнэндээ тийм гин- 
жийг тэр болгои байгуулж 
болдог гуй. Жишээлбэл Л і иь 
«цохигдсон» баг ѳѳрѳѳр хэл- 
бэл ТЭМЦЭЭНИЙ бух ТОГЛОЛ-<ц 

тод хожигдсонбол тийм гинж 
байхгуй нь илт юм. 

Зѳвхѳн ѳѳр хоорондоо ѳр- 
еѳлдсѳн, энэ булгийн аль ч 
баг нь энэ булэгт ороогуй эсрэг 
чадаагуй багууд буюу «цохигдсон булэг» 0-д А\ баг 
орж байх ерѳнхий тохиолдолд Л г ээс тийм гинжийг бай- 
гуулж чадаагуй. Харгалзах граф (77 дугаар зураг) 
дээр зѳвхѳн 0 руу чиглэсэн ирмэгууд байх ба харин ганц 
ирмэг 0-оос чиглээгуй байна. Гэвч дараахь теорем ху- 
чинтэй. 



тоглогчийгоо хожиж 


Теорем 2 • Хэрэв Лі нь аль ч. « цохигдсон бу - 
лэг»-т ороогуй бол А\~ээс эхэлсэн бѳгѳѳд графын 
бух оройг дайрсан чиглэлт гинж ямагт олдоно. 

Баталгаа. Вид (2)-той адилаар энгийн Р гинжийг 
Л г ээс эхлэн байгуулж туунийг боломжийн хирээр аль 
болох хол ургэлжлуулье. Я-гээс чиглэлт ирмэг ирсэн 
дурын Л л +1 орой хуртэл НЬ Р ГИНЖИЙГ .тууний ЭХНИЙ Лі 
оройг ѳѳрчлѳхгуйгээр ургэлжлуулж болох нь теоремі-ийн 
баталгаанаас харагдаж байна. Ингэхлээр Я гинжийг ур- 
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іэлжлуулж болохцй тохиолдолд туупкй оройнууд ІІЬ 
«цохіпдсоп булэі )> уусгэпэ. Иѳі ѳѳ тал пар пѳхцѳл ёсоор 
/1і яміір ч тийм булэі т хамаорахіуй ту лР гинж нь гра- 
фин бух оройг дайрч тарах ёстой болно. Ѵнэндээ дараахь 
дугнэлт мѳн хучинтэй байна. 

Теорем III. « Цохигдсон булгуудъ агуулаагуй 
чиглэлт бурэн графад тууний бух оройг дайрч 
гарсан чиглэлт цикл байна. 

Баталгаа. Хэрэв Р нь графыи бух оройг дайрсан 
энгийн гинж ба А п пь тууний тѳгсгѳлийн цэг бол нэгэнт 
А п нь «цохигдсон баг» биш учраас Л я -оос гарсан ирмэ- 
гууд ямагт байна. 

Д»'і 



Тийм (А п , Аі) ирмэг нь Р дээрх ямар пэг А 1 оройд 
очих учир энэ нь чиглэлт ямар нэг циклийг уусгэнэ (78 
дугаар зураг). 

Тийм чиглэлт 

С = (Лі А 2 ), • . • (Л*-.], А К} ), (А Кі Л]) 

цикл нь графын бух оройг агуулаагуй ба; Л л+ і нь С ба 
Лк+і-ийн хооронд хоёр чиглэлд нь ирмэг байдаг тийм 
орой юм гэж саная.^Тэгвэл 79 дугээр зураг дээрх шиг 
Л Я _|_1-ИЙГ С-тэй холбосон бѳгѳѳд эсрэг чиглэсэн зэрэгцээ 
ирмэгууд олдоно. Энэ ТОХИОЛДОЛД (Л ь А і+ і) ирмэгийг 
(Аі, Л к+ і) (Л к+ ь Л і+ і)-ирмэгуудээр сольж С - г ѳргѳтгѳж 
болно (79 дугээр зураг). 

С - д хамаарагдахгуй оройнууд нь бух ирмэг нь С-руу 
чиглэсэн М оройнууд ба бух ирмэгууд нь С-гээс чиглэ- 
сэн N оройнууд гэсэн хоёр ангид хуваагдсан тохиолд- 
лыг авч узэх улдлээ. Тэгэхдээ энэ хоёр тѳрлийн оройнууд 
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н эг зэрэг оршии байх ёстой юм- Учир мь хэрэв М орой- 
нууд байхгуй бол N оройнуудын (УѴ) олонлог нь «цо- 
хигдсон булэг» уусгэх ба харин хэрэв УѴ оройнууд байх- 
гуй бол С-гийн оройнууд тиймбулгийг уусгэнэ (80 ду- 
гаар зураг). 



{М} олонлогийн оройнууд нь (УѴ)-ийн оройнуудтай 
ирмэгуудээрээ холбогдоно. Тодорхой хэлбэл {УѴ} олон- 
логийн ямар нэг уѴ 2 оройгоос {М} олонлогийн ямар нэг 
М\ орой руу чиглэсэн (УѴ ь уИі) ирмэг ядаж нэг олдох 
ёстой болно. Учир нь ийм байхгуй юм гэж узвэл {УѴ} нь 
«цохигдсон булэг» болоход хурнэ. Харин тэгвэл (Аі Л і+І ) 
ирмэгийг (Л/, УѴ Ь ), (УѴ і, М 2 ), ( М и А 1+ і) гурван ирмэгээр 
сольж С - г бас л ѳргѳтгѳж болно. Иймд С-д графын 
бух орой орж иртэл нь туунийг алхам алхмаар ѳргѳтгѳж 
болно. 


Д а с г а л 

1. Шатрын ямар нэг тойрог тэмцээгий дуьгийн хуснэг- 
тийг авч узэж туунд харгалзсан графын бух оройг дайрсан 
чиглэлт эгэл гинжийг ол. Ямар нэг „цохигдсон булэг" байна 
уу, угуй юу гэдгийг тогтоо. Хэрэв тийм булэг байхгуй бол 
графын бух оройг дайрсан чиглэлт циклийг олохыг хичээ. 

2. Тэнцээнууд байж болкоо гэж узвэл ѳмнѳх дугнэлтууд 
яаж ѳѳрчлѳгдѳх вэ? 


VII БѴЛЭГ 


ХАРЬЦАА 


1§. Харьцаа ба граф 

Бид энэ хуртэл графыг ѳдѳр тутмын амьдралд то- 
хиолддог болон ухаан сорих 1 бодлогууд ба тоглоомуу- 
дад хэрэглэх тухай буюу графын «практик» хэрэглээний 
талаар авч узлээ. Бид энд материалыг нийтийн мэддэг 
хялбар ойлголтуудтай холбоотой байхаар эмхтгэн цуг- 
луулсан билээ. Энэ булэгт граф нь математикийн зарим 
нэг ундсэн ойлголтуудтай нягт холбоотой ба чухамдаа 
тэр нь энэ ойіголтуудыг тоймлох ѳѳр нэг арга юм гэд- 
гийг узуулэхийг хичээе. 

Математикийн систем бухэн ямарліэг объектууд буюу 
элементуудийн олонлогтой холбогддог. Жишээлбэл тийм 
элементууд нь ямар нэг байдлаар ерѳнхий чанартай тоо- 
нууд байж болно. Тухайлахад бид (эерэг бухэл) нату- 
рал, эерэг, рациональ, бодит комплекс тоонуудын олон- 
логуудыг авч , узэж болно. Алгебрт бид нэмж, хасаж, 
уржуулэх мэтчлэн уйлдэл хийж бол дог элементуудтэй 
тохиолддог. Геометрт тодорхой цэгуудийн олонлог 
юмуу шулуун, тойрог, хавтгай гэх мэт онцгой дурсийн 
цэгуудийн олонлогуудыг авч уздэг. Логикт янз бурийн 
хэллэгуудийн чанаруудыг судалдаг. 

Математикийн онолыг байгуулахад бидэнд эдгээр эле- 
ментууд хэрэгтэй тѳдийгуй мѳн тэдний хоорондын харь- 
цаа хэрэгтэй болдог. Зарим нэг жишээ дурдъя: Тоо- 
нуудын хувьд тэнцэл гэдэг ойлголт: а=Ь утга учиртай 
байдаг. Хэрэв а ба Ъ тоонууд ялгаатай бол а^Ъ гэж 
бид бичдэг. а>Ь бичлэг нь а нь 6-гээс их, эсвэл а-нь 
Ь - тэй тэнцуу гэсэн у г юм. Хэрэв а ба Ь нь бухэл тоо- 
нууд ба а нь Ь-ц, хувэагдвэл (бухэл) а'Ь гэж бичнэ. 
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Геометрт хоёр дуре, жишээлбэл, хоёр гурвалжин хоо- 
рондоо тэнцуу 1 (энэ харьцааг А=В гэж бичдэг) юмуу 
нэг дуре нь (В) нѳгѳѳг (А) дотроо агуулсан энэ то- 
хиолдолд АаВ гэж бичдэг. Хоёр шулуун нь параллель 
(Л || В) юмуу харилцан перпендикуляр (тэгш ѳнцгѳѳр 
огтлолцеон, А\_В) байж болно. Логикт нэг хэллэг юмуу 
ѳгуулбэр нь нѳгѳѳгѳѳс мѳрдѳн гарч (Л=ф5) болно. Олон- 
логийн онолд а элемент ба олонлог 5-ийн хоорондын 
харьцаа а^З нь элемент а олонлог 5-д харьяалагдана 
(хамаарна) гэдгийг тэмдэглэнэ. 

Эдгээр бух харьцаанууд нь хоёр объектод холбогдох 
учраас эдгээрийг ихэвчлэн бинар харьцаа гэж нэрлэх 
боловч харьцаа гэж товчлон ярьдаг. Ѳѳр маягийн харь- 
цаанууд ч тохиолдоно. Жишээлбэл: гурван объектод 
холбогдох харьцааг гурвалсан харьцаа гэж нэрлэнэ. А 
цэг нь В ба С цэгуудийн хооронд оршино гэеэн харьцаа нь 
ийм харьцааны жишээ юм. 

Харьцаа гэдэг ойлголт математикт чухал учраас туунд 
ерѳнхий тодорхойлолт ѳгѳх шаардлагэтай юм. Ерѳнхий 
(бинар) харьцааг Я тэмдгээр тэмдэглэн 

а Я Ь ( 1 ) 

гэж бичээд Ь нь а-тайгаа Я харьцаанд оршиж байна гэж 
бид ярина. Энэ нь а бурийн хувьд энэ харьцаагаар тодор- 
хойлогдеон ямар нэг тусгай Я а олонлогт Ь харьяалаг- 
дана гэеэн уг юм. Жишээлбэл а> Ь харьцаа нь а-гаас 
бага бух тоонны олонлогт Ь харьяалагдана гэеэн уг юм. 
а ба Ь бухэл тоонуудын хувьд а \ Ь харьцаа буюу а нь 
й-гийн хуваагч гэеэн харьцаа нь а-гийн бухэл давталт 
болдог тийм бух бухэл тоонуудын олонлогт харьяалаг- 
дана гэеэн уг юм. Ингэхлээр (1) бичлэг а элементэд Я 
харьцаа харгалзуулж байгаа Я а олонлогт Ь харьяалаг- 
дана гэдгийг л илэрхийлж байгаа ѳѳр нэг арга юм. 

Одоо графдаа эргэж оръё. Ѵнэндээ чиглэлт граф О 
бухэн ѳѳрийнхѳѳ оройнуудын олонлогт ямар нэг харьцааг 
тодорхойлно. 

Энэ харьцааг 

аСЬ (2) 

хэлбэртэй бичиж болно. Энэ нь О граф дээр а-гаас Ь руу 
очеон ирмэг байна гэеэн уг юм. Харгалззх Яа =Оа олон- 
лог О графын а оройгоос нь ирмэгууд очдог тийм бух 

1 конгруэнт гэеэн уг (хэв.ред) 
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Энэ нь графын онолыг харьцааны онолын ямар нэг 
тусгай хэс'эг нь юм гэж узэх бодлыг бидэнд тѳруулж 
болох юм. Ѵнэн хэрэг дээрээ энэ хоёр онол нь ямар нэг 
утгаараа адил чанартай юм. 5 олонлогийн а элемент бурд 
ямар пэг олонлогийг харгалзуулдаг ямар нэг % харь- 
цаа 5 олоилог дээр тодорхойлогдсон юм гэж саная: Тэг- 
вэл а оройгоос -ийн орой бурд ирмэг татаж харь- 
цааны О графыг байгуулж 
болно (81 дугээр зураг). 
Иймд харьцааны онол ба 
графын онол нь зѳвхѳн 
хаидлагаараа л ялгагда- 
хаас биш харин агуулгаа- 
раа ялгаагуй юм. Тэгвэл 
математикт эдгээр оно- 
лыг яагаад туе тусаднь 
авч уздэг юм бэ? 

Аналитик геометрт шулуун шугам гэж ярьдаг бай- 
хад мѳн туунийг алгебрт хоёр ул мэдэгдэхтэй тэгшит- 
гэл гэж уздэг шиг тийм дадал ба заншлаар энэ нь нэг 
талаас тайлбарлагдана. Нѳгѳѳ талаас чухамдаа энэ хоёр 
онол аргуудынхаа талаар бага зэрэг ялгаатай юм. Энэ 
пь харьцааны онол голчлон тѳгсгѳлгуй олонлогуудтай 
холбогддогт оршино. Энд бодит тооны олонлогийн а>Ь 
харьцааг жишээ болгон дурдаж болію. 

Харгалзах граф нь тѳгсгѳлгуй олон оройтой, орой 
бурд нь тѳгсгѳлгуй олон ирмэг байх ёстой болно. Ийм 
графуудыг судлахад манай геометрийн зѳн билэг нь би- 
дэнд бараг туе болохгуй. Бид графын онолын зарим 
асуудлыг урьд ѳмнѳ авч узэхдээ графыг тѳгсгѳлт тооны 
оройпууд ба тэднийг холбосон ирмэгуудийн олонлог гэж 
ил тод дуреэлж байсан нь байдлыг их л хѳпгѳвчилдѳг 
байсан. Гэвч олон тѳрлийн харьцаануудын хувьд ѳмпѳх 
сэтгэлгээнууд нь унэмшлээ алддаг тѳдййгуй заримдаа 
тэдгээр нь тѳгсгѳлгуй олон орой ба ирмэгтэй графын 
хувьд буруу зуйлд ч хургэдэг учир ямартай ч энд цоо 
шинэ баталгаануудыг гаргах шаардлагатай байдаг. 

Д а с г ал 

1. Дээр дурдсаі харьцаачуудаас ялгаатай ямар нэг 
харьцаануудын жишээ гарга. Ямар нэг ши іэ жишэ э іуудийг 
бие дааж зохиохыг оролд. 
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81 дугээр зураг 


2. 2, 3,4, 5,6 тоонуудын олонлогуудын хувьд доорх харь- 
цаа туе бурийн графыг зурж Я х олонлогийг тодорхойл. Ѵунд 

а) х > у, б) х ф у в) .ѵ/у 

2§. Тусгай нѳхцѳлууд 

Ер шинэ санааиууд нь шинэ дугнэлтэд хургэдэг би- 
/іээ. Графын ба харьцэаны онолуудын параллелизм 1 байд- 
лыг улам тодруулахын тулд бид графын онолд харьцаа- 
ііы онолын зарим нэг упдеэн санаануудыг оруулах хэрэг- 
тэй юм. 

Ямар нэг харьцаа ѳгеѳн байт. Ямар нэг а элемент 
ѳѳрѳэ ѳѳртэйгээ энэ харьцаанд оршиж байх явдал байж 
болію. а а (3) 

Жишээлбэл А шулуун бурийг ѳѳрийг нь ѳѳртэй 

нь параллель гэж тооцдог: А ЦЛ 1 ; а тоо бухэн а>а нѳхцѳлд 
тохирдог гэх мэтчлэн. Бид ѳдий болтол графу уд дээр 
ийм байдлуудыг тусгаагуй билээ. Энэ байдалд тѳгсгѳ- 
лийн цэгууд нь давхацеан (а, а) ирмэг харгалзах ёстой. 
Тийм ирмэгийг гогцоо гэж нэрлэдэг (82 дугаар зураг). 

Дурын а-гийн хувьд (3) нѳхцѳл биелэгддэг харь- 
цааг рефлексив харьцаа гэж нэрлэдэг. Харгалзсан 
графын нь орой бур гогцоотой байна. Дээр дурдсан 
параллелийн А Ц В болон т оонуудып а~>Ь харьцаанууд 
нь рефлексив харьцааиуу- 
дын жишээ юм. Хэрэв (3) 
нѳхцѳл ганц ч элементийн 
хувьд биелэхгуй бол 
харьцааг эерэг рефлек- 
сив харьцаа гэж нэрлэ- 
дэг. Харгалзах графын 
ганц ч оройд нь гогцоо 
байхгуй. Тийм харьцааны 
жишээ' нь шулуунуудын перпендикулярын А\_В харь- 
цаа юм. 

а Я Ь байхад л Ь а 

байна гэж тооцож харьцаа бурд урвуу /?* харьцааг 
тодорхойлж болно. Жишээлбэл а!Ь харьцаа буюу а нь 


і Хоёр онолын хоорондох параллелизм нь (зэрэгнзэ чана - 
РУУД) гэдэг нь хоёуланд нь биелэгддэг тѳеѳетэ і бу х оіілголт бо- 
лои чанаруудыг оіілгодог юм) (Ред. санам', к) 
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Л-пійіі хувангч гэсэн харьцааны урвуу харьцаа Я*' Ь нь 
о.-\ айн давталт Ь |* а гэсэн харьцаа юм. Заримдаа Я* харь- 
цааг тусгай тэмдгээр тэмдэглэдэг. Жишээлбэл а нь 
/>-гээс их, а>Ь харьцааны урвуу нь Ь<Са буюу Ъ нь а-гаас 
бага; а нь А олонлогийн элемент А харьцааны урвуу 
нь А иь а-г агуулна. А^а гэсэн харьцаа юм. 

Урвуу харьцааны тодорхойлолтоос узвэл хэрэв Я харь- 
цаанд харгалзсан О граф дээр (а, Ь) ирмэг байвал Я* 
харьцаанд харгалзсан О* граф дээр ( Ь,а ) ирмэг байх 
ёстой байна. Ѳѳрѳѳр хэлбэл О* нь О графтай ижил ир- 
мэгуудтэй боловч чиглэл нь эсрэг байна. Ѳѳрѳѳр хэлбэл 
б* нь б-ийн урвуу граф юм. Зарим нэг а ба Ь хос эле- 
ментууд нь зарим нэг Я харьцааны хувьд нэг зэрэг байж 
а Я Ь ба Ь Я л (4) 

болно. Харгалзсан граф дээр (а, Ь) ба {Ь,а) гэсэн эс- 
рэг чиглэсэн хоёр ирмэг бзйх ёстой. Хоёр чиглэлийн хѳ- 
дѳлгѳѳнтэй гудамжийг дурсэлдэг шигээр энэ хос ирмэгийг 
чиглэлгуй нэг ирмэгээр сольж болно. 

Зарим нэг харьцааны хувьд хоёр нѳхцѳлийн нэ- 
гээс нь нѳгѳѳ нь мѳрдѳн гардаг. Тийм харьцаа тэгш 
хэмт харьцаа гэж нэрлэдэг. Параллелийн харьцаа А\\В, 
перпендикулярын харьцаа А\_В болон тэнцлийн А=В 
харьцаанууд нь ийм харьцаанууд юм. Саяын хийсэн тайл- 
баруудын ундсэн дээр доорх дугнэлтуудийг хийж болно. 

Тэгш хэмт харьцаанд ниглэлгуй ирмэгуудтэй 
граф ха ргалзах ба урвууд чиглэлгуй ирмэгууд- 
тэй граф нь ямар нэг тэгш хэмт харъцааг то- 
до рхойлно гэж хэлж болію. 

(4) нѳхцѳлуудийн нэг нь бйелэгддэгээс нѳгѳѳ пь бие- 
лэгдэхгуй нь мѳрдѳн гардаг тийм харьцаанууд ч бай- 
даг. Тийм харьцааг эсрэг тэгш хэмт харьцаа гэж 
нэрлэдэг. Тэдэнд харгалзах графууд нэг ижил хос орой- 
нуудыг холбосон чиглэлгуй юмуу эсрэг чиглэсэн ирмэ- 
гууд байхгуйгээс гадна ганц ч оройд нь гогцоо байхгуй 
ѳѳрѳѳр хэлбэл энэ харьцаанууд нь эсрэг рефлексив харь- 
цаанууд байна. 

Харьцааны онолд чухал уурэг гуйцэтгэдэг бас нэг 
чанар байдаг. Хэрэв аЯЬ ба Ь Я с хоёр нѳхцѳлѳѳс а Я с 
байх нь мѳрдѳн гардаг бол Я харьцааг транзитив (дам- 
жих чанартай) харьцаа гэж ярьдаг. 

Параллелийн харьцаа А || В, тэнцлийн А=В харьцаа, 
а нь Ь- гээс их гэсэн аУ Ь харьцаа, а нь #-гийн хуваагч 
гэсэн а | Ь харьцаанууд нь транзитив харьцаануудын жи- 
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шээ болно. Нѳгѳѳ талаас А ±_ѣ ба а Ф Ь харьцаанууд 
нь транзитив биш харьцаанууд юм. 

Транзитив харьцааны графууд нь 

(а,Ь), ( Ь,с ) (5) 



83 дугаар зураг 



84 дугээр зураг 85 дугаар зураг 



86 дугаар зураг 87 дугаар зураг 


хос ирмэг бурийн хувьд битуурсэн (а, с) ирмэг бай- 
даг ийм онцлог чанартай юм (83 дугаар зураг). Тийм 
графад х оройгоос ѳѳр у орой очсон чиглэлт гинЖ бай- 
вал дээрх чанарыг давтан хэрэглэж мѳн (х:,у) ирмэг 
байна гэсэн дугнэлт хийж болно. 

Эцэст нь чиглэлт ирмэгуудтэй транзитив биш О граф 
байж гэж самая. Жишээлбэл 84 дугээр зураг дээрх гра- 



ф;ід о. ба с оройнуудын хооронд ирмэг байхгуй, харин 
85 дугаар зураг дээрх графад ( с, а ) ирмэгийн зэрэгцээ 
( а,Ь ) ба (і>,с) ирмэгуудийн битууруулэгч (а, с) ирмэг 
б ійх сотой билээ. Тохиолдол бурд чиглэлт О графын 
діраалслм хос ирмэг бур битуулсэн ирмэгтэй болтол иь 
туупд чиглэлт ирмэгуудийг нэмж транзитив граф болгон 
хувиргаж болно. Ингэж гаргасан шинэ О т графыг О грт- 
фын транзитив битуулэлт гэж нэрлэдэг. 86 ба 87 дугаар 
зургууд дээр 84 ба 85 дугаар зургууд дээр графуудад 
харгалзах транзитив битуулэлтуудийг узуулжээ. 85 ду- 
гаар зураг дээр дээрх графад ( а,Ь ) ба (6,с)-г битуулэгч 
(а, с) ирмэг, (с, а), ба (а,Ь)-г битуулэг ( с,Ь ) ирмэг, ( Ь,с ) 
ба (с,а)-г битуулэгч (Ь, а) ирмэгийг нэмэхэд гарсан тран- 
зитив битуурэлт нь ямар нэг тэгш хэмт харьцааиы граф 
болсон байна гэдгийг тэмдэглэе. 

Д а с г а л 

1. Дээр дуРдсан чанаруудтай ѳѳр харьцаануудын жи- 
шээ гарга 

2. Гэр булийн харьцаачуудыг авч узье. Ѵуид: 

а) А нь В-гийн удам байх 

б) А ба В нь ерѳнхий ѳвѳг дээдэстэй байх харьцаачуу- 
дыг авч уз. 

3.49 ба 50 дугаар зураг дээрх графуудыя транзитив би- 
туулэлтуудийг байгуул. 

3§. Эквивалентийн харьцаа 

Олон тѳрлийн харьцаануудаас эквивалентийн харь- 
цаанууд нь онцгой чухал уурэгтэй байдаг. Эквивален- 
тийн харьиааг ~ тэмдгээр тэмдэглэдэі' заншилтай, тэр 
харьцаа нь 

1. Рефлекст яанар: а 

2. Тэгш хэмт, яанар: а ~ Ь- гээс Ь ~ а байх нь мѳр- 
дѳн гардаг. 

3. Транзитив яанар: а ~ Ь ба Ь ~ с-гээс а^ с байх 
нь мѳрдѳн гарна гэсэн тийм гурван чанараар тодорхой- 
логдоно. 

Хамгийн туруунд санаанд буух жишээ нь тэнцлийн 
а=Ь харьцаа юм. Чухамдаа эквивалентийн харьцаа нь 
тэнцэлтэй тѳстэй чанаруудтай байдаг ба олонхи тохиол- 
долд эквивалент чанарыг нэг маягийн тэнцэл гэж узэж 
болдог. Ууний тод нэг жишээ нь геометрийн дурсуу- 
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дийн конгруэнт чанар юм. Энэ Чанарыг ихэнхдээ тэнцуу 
чанар гэж нэрлэдэг нь дэмий хэрэг биш юм. 

Тооны онолд жишигдэх чанар гэж нэрлэгддэг экви- 
валентийн ѳѳр нэг харьцааг хэрэс лэдэг. Хэрэв а, Ь, т нь 
г у рван бухэл тоо бол 

а = Ь (шосі т) (6) 

бичлэг нь я — Ь ялгавар т-д хуваагдана гэсэн уг юмуу 
ѳѳр угээр хэлбэл ямар нэг бухэл /с-ийн хувьд 

а — Ь + кт (7) 

байна гэсэн уг юм- а тоо #-тэй модуль /я-ээр жишиг- 
дэнэ гэж тооны онолд (6) харьцааг угээр илэрхийлдэг. 
Жишээ бол гон 

11 = 2 (тосі 3) 

— 7=19 (тосі 13) 

жишлэгуудийг дурдъя. Ѳѳр нэг томьёогоор тэмдэглэгд- 
дэг тохиолдлуудыг ч бичлэгийг нийтлэг байлгахын тулд 
(6)-г хэрэглэн бичдэг. Жишээлбэл 

^ = 0(тос12) ) с = 1(тоі2) 

гэсэн жншлэгууд харгалзан Ь нь тэ:ш с нь сондгой 
тоо гэсэн уг юм. Ууний адилаар 

а =о(пюс1т) 

гэдэг нь а тоо т-д хуваагдана гэсэн у г юм. 

Тоонуудын жишлэгийн (6) харьцаа нь эквивалентийн 
харьцааны гурван нѳхцѳлийг хангана гэдгийг хялбар ба- 
талж бол но. 

1. а=а+о-т байх учир а ^а(тоЛт) байна. 

2 хэрэв а=Ь{тоАт) бол (7) ёсоор а = Ь-\-кт байх 
учраас Ь = а-\-( — к)т болох ба иймд 6=а(тосЫ) байна. 

3. Хэрэв а=Ь(тойт) ба Ь=с(тойт) бол (7) томьёо 
ёсоор 

а= Ь + кт, Ь = с + Ьт ба ийм учраас 
а = с + Іт + кт = с + (/ + к)т буюу 

а=с(тосіт) байна. 

т=о уед (6) жишлэг нь (7) нѳхцѳл ёсоор ерийн тэн- 
цэл болж хувириа. 

Эквивалентийн харьцааг ѳѳр аргаар тайлбарлаж бо- 
лохыг бид одооузуулье. Эквивалентийн харьцаа нь ямар 
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ііэг 5 олонлогийн элементуудийн хувьд тодорхойлогд- 
дог ба 5-ийн хоёр элемент нэг бол хоорондоо эквива- 
лент нэг бол эквивалент биш байдгийг юуны ѳмнѳ тэм- 
дэглэе. Жишээлэхэд (6) жишлэгийг бух бухэл тооны 
В олонлог дээр авч уздэг. Параллелийн харьцаа А || В 
иь хавтгайн бух шулуунуудын олонлог дээр юмуу ог- 
торгуйн бух шулуунуудын олонлог дээр тодорхойлогд- 
сон эквивалентийн харьцаа юм. 

Ямар нэг 5 олонлогийн элементуудийн хувьд ямар нэг 
эквивалентийн харьцаа а~Ь тодорхойлогдсон юм гэж 
саная. а-тай эквивалент бух Ь элементуудийг авч узье. 
Тэдгээр нь Л'- ий н хэсэг В л олонлогийг уусгэнэ. Ийм 
Въ олонлогууд нь ерѳнхий хэлбэрийн харьцаануудын 
хувьд дээр тодорхойлсон олонлогуудад харгалзах 
боловч бид экэ тохиолдолд эдгээрийг, авч узэж буй 
эквивалентийн харьцаанд харгалзах эквивалентийн 
ангиуд гэж нэрлэж бэйя. 



88 дугаар зураг 89 дугээр зураг 

Эдгээр ангиуд ямар чанартай вэ? Нэгэнт эквивален- 
тийн харьцаа нь рефлексии, а~ а учир а элементийн В а 
ангн нь а элементээ агуулна. Одоо Ь элемент нь В а ангид 
хамаардаі . Ѳѳрѳѳр хэлбэл а~Ь , с элемент нь Ь элемен- 
тийн В в ангид хамаардаг буюу Ь ~ с (88 дугаар зураг) 
байж гэж бодъё. Эквивалентийн харьцаа транзитив байд- 
гийг ннхаарвал эндээс а~с бзйх мѳрдлѳг гарна. Ѳѳрѳѳр 
хэлбэл с нь В а ангид орно. Энэ нь эквивалентийн В е 
анги бухлээрээ В а -д агуулагдана гэсэн уг юм. Нѳгѳѳ 
талаас хэрэв а~Ь бол Ь~а (эквивалентийн харьцаа тэгш 
хэмтэй учир) тул В а нь В в -д агуулагдана. Иймд хэ- 
рэв а~ Ь бол В а — В в байна. 

98 



идею о олонлогийн хоорондоо эквивалент а оа о 
элемент авч узье. Эквивалент биш гэдгийг а~Ь гэж 
тэмдэглэе. Энэ тохиолдолд В а ба В в ангиуд нь огт- 
лолцохгуй. Ѳѳрѳѳр хэлбэл ерѳнхнй элементгуй байна. 
Ѵнэндээ хэрэв ямар нэг с элемент нэгэн зэрэг В а ба 
В в -д хамаардаг бол байх ба тэгвэл а^Ь болж авч 
узсэнтэй зѳрчилдѳнѳ. ба Ь—с 

Элемент бур нь нэг л ангид хамаарах учир бух 5 
олонлог нь ул огтлолцох эквивалентная ангиудад ху- 
ваагдана (89 дугээр зураг). Тийм анги бур нь бие 
биетэйгээ эквивалент бух элементуудээс тогтоно. 

Хавтгайн дээрх бух шулуунуудын олонлог 5 ба А |[ В 
харьцааг жишээ болгон авч узье. Энд анги туе бур нь 
нэг ижил чиглэлтэй бух шулуунуудаас тогтоно. Бас 
нэг жишээ авч узье. Тооны жишлэгийн харьцаа (6) нь 
бух бухэл тоонуудыг эквивалентийн ангиудад хуваана. 
Эдгээр ангиудыг т модулийн хаслагийн ангиуд гэж 
нэрлэдэг. Анги туе бур нь харгалзан 

Во = {кт}, В 1 = {1 + кт), 

В 2 = { 2 + кт), • • • , В т - 1 = {т — 1 + кт) 

тоонуудаас тогтоно. Ѳѳрѳѳр хэлбэл т- д хуваахадг ул- 
дэгдэл гардагтийм бух тоонуудаас В г анги тогтоно. т= 2 
бол энэ нь бух бухэл тоог тэгш ба сондгой гэж ху- 
ваана гэсэн у г. Хэрэв /71 = 3 бол бух бухэл тоонууд 

Зк, Зк + 1, Зк -р 2. 

гэсэн ийм гурван хэлбэрийн тоонуудад хуваагдана. 

Эквивалентийн харьцаа нэг бур нь 5 олонлогийн бух 
элементуудийг, 89дугээр зураг дээр узуулеэншиг ул огт- 
лолцох ангиудад хуваагддагийг бид харлаа. Урвуугаар 
5 олонлогийг ул огтлолцох Ві олонлогуудад хуваасан 
ямар нэг хуваалт ѳгѳгджээ гэж узье. Тэгвэл а ба Ь нэг 
ижил Ві олонлогт харьяалагдаж байвал л а^Ь гэж узэж 
ѵ? олонлог дээр ямар нэг эквивалентийн харьцааг тодор- 
хойлж болнО. Эквивалентийн харьцааиы гурван нѳхцѳл 
энд биелэгдэх нь тодорхой. Эквивалентийн харьцаа ба 
5 олонлогийг ул огтлолцох хэегуудэд хуваах нь нэг 
асуудлын хоёр тал болох пь эндээс харагдаж байна. 
Эквивалентийн харьцаа бур нь олонлогийг ул огтлолцох 
хэегуудэд хуваахад хургэх ба урвуугаар тийм хуваалт 
бур эквивалентийн ямар нэг харьцааг нэг утгатай то- 
дорхойлно. 

7 * 9 ? 


Математикийн биш ѳѳр нэгэн жиідээ дурдъя. Коер 
хунийг хэрэв тэд нар пь нэг улсып иргэн бол мэг харь- 
яатай гэж ярьдаг, урвууд нь бух хун тѳрѳлхтѳн пь 
харьяатаараа ангиудад (аль ч улсын иргэн биш тийм 
хумуус нь туе тусдаа ондлог ангиудыг уусгэнэ) ху- 
ваагдана. 

Эцэст нь эквивалентийн харьцааг граф гэж узэх та- 
лаар ярья. Графын оройнуудыи олонлогийг 5-ээр тэм- 
дэглэе. Ві ангид харьяалагдах бух оройнууд нь хоорон- 
доо ирмэгуудээр холбогдох учраас Ві олонлог бур нь 
бурэн йі графыг бурдуулэхээс гадна тийм граф бурийн 
орой бур нь гогцоотой байна. 


90 дугээр зураг 

Хоёр ѳѳр ангийн оройнууд хоорондоо ирмэгээр холбог- 
дох учир авч узэж буй В харьдааны граф О нь С?/, 
графуудыг ѳѳрийн холбоост компонентаар агуулна. 

90 дугээр зураг дээр 12 элементээс тогтеон олонло- 
гийн эквивалентийн харьдааны графыг дуреэлжээ. Энд 
харгалзсан ангиуд нь 5, 4, 2 ба 1 элементтэй байна. 

Д а с г а л 

1. Эквивалентийн харьдааны ѳѳр жишээнуудийг ол. 

2. (6) жишлэгуудийг гишуунчлэн нэмж, хасаж, уржуулж 
болдгийг батал 

Хэрэв а = і(тоіі/и) ба с = А{то<1т) бол 
а ± с ^ Ь ± а(тоіі/я), ас — Ьй (тосі/и) 

3. Хоёр бодит (комплекс) тоог хэрэв тэдний абсолют 
хэмжигдхуун (модуль) нь тэнцуу бол бие биедээ харгалз- 
сан тоонууд гэж нэРлэе. Энэ харьцаа нь эквивалентийн 
харьцаа мѳ.і гэдгийг узуулж апги бурийн элементуудийг 
тодорхойл. 
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4§. Зэрэмдэг эрэмбэлэлг 

Математикт бас нэг чухал харьцааны жишээг гарга- 
хын тулд ямар нэг элементуудээс тогтсон 5 олоило- 
гийг авч узье. Энэ элементууд нь жишээлбэл ямар нэг 
шинжуудээрээ нэгтгэгдсэн тоо, цэг юмуу хумуус байж 
болно. Энэ 5 олонлог дотор ямар нэг бага олонлогуу- 
дын буюу А,В ... дэд олонлогуудын бул авч узье. Хэрэв 
жишээлэхэд 5 нь бух бодит тооны олонлог бол тийм бу- 
лийн дэд олонлог бур нь жишээлэхэд ямар нэг интерва- 
лып тоонуудаас тогтсон байж болно. Хэрэв 5 нь хавтгайн 
цэгуудийн олонлог бол Л, 3, ... олонлогууд нь ѳгѳгдсѳн 
шугам юмуу дурсийн бух цэгуудээс тогтсон байж болно. 
Тийм хос олонлог бурийнхувьд В олонлогийн бух элемен- 
тууд Л-д орно гэсэы агуулагдлын Л 5. В харьцаа нэг 
бол биелэгдэнэ, эсвэл биелэгдэхгуй. Энэ хоёр олонло- 
гууд нь нэг ижил элементуудээс тогтсон байж болно. 
Энэ тохиолдолд Л = В байна. Энэ агуулагдлын харь- 
цааны хувьд: 

1. рефлексив чанар ЛэЛ 

2. транзитив чанар хэрэв Ао_В ба Во С бол 
Ао С 

3. Адилтгал чанар (эсрэг тэгш хэмтэй чанар) Хэ- 
рэв Л 5. 3 ба 35 А бол А=В гэсэн гурван чанар биелэгдэх 
нь шууд харагдаж байна. Л 5.3 харьцааны оронд эре агуу- 
лагдлын ЛтэЗ гэхцтэмдэглэдэг харьцааг ихэвчлэн хэ- 
рэглэдэг. Энэ нь бас л урьдьш адил В нь Л-гийн хэсэг 
буюу дэд олонлог гэсэн санааг илэрхийлэх болевч энэ 
тохиолдолд давхцах Л=Збололцоо хасагдах тул 3 нь 
Л-гийн жинхэнэ дэд олонлог байна. Эре агуулагдлын 
харьцаа нь 1°. эсрэг рефлексив чанар: Л=эЛ харьцаа 
хэзээ ч биелэхгуй. 

2*. Транзитив чанар : Хэрэв Ао> В ба 3=эС бол 
Л э С байна гэсэн чанаруудтай юм. 

Дурын а, Ь, ... элементуудтэй олонлогт тодорхой- 
логдеон бинар а> Ь харьцаа нь агуулагдлын харьцаа- 
ны нѳхцѳлуудийг хангадаг байвал туунийг зэрэмдэг 
эрэнбэлэлтийн харьцаа гэж нэрлэдэг. Ийм учраас 
энэ харьцаа нь: 

1 ) а > а 

2) Хэрэв а > Ь ба Ь > с бол а > с 

3) Хэрэв а > Ь ба Ь > а бол а =- Ь 
гэсэн аксиомуудыг хангана. 
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Математикнйн янз бурийн салбарт агуулагдлын тэмд" 
гнйг хурц узууртэй а> Ь тэмдгээр юмуу мохоо а'э Ь 
тэмдгээр тэмдэглэдэг. Тодорхой хэлэхэд суулийн тэмд- 
гийг ихэвчлэн олонлогийн агуулагдлын тэмдэг болгон 
ашигладаг. 

Ѵнэн хэрэг дээрээ зэрэмдэг эрэмбэлэлт ба олонлогийн 
агуулагдал нь зѳвхѳн нэг байдлын хоёр ѳѳр илэрхий- 
лэл юм. Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн уед элемент а нэгбурд 
а > Ь байх тийм бух Ь элементуудээс тогтсон На олон- 
логт харгалзана. Нэгэнт энэ харьцаа рефлек- 
сив учраас а нь Ни олонлогт харьяалагдана. Ялгаа- 
тай а ба Ь хоёр элемент нь ялгаатай Я а ба /? в 
олонлогуудыг тодорхойлно. Ѵнэндээ хэрэв = /?в бол 
нэгэн зэрэг а > Ь ба Ь > а байх учир а — Ь байна. а , Ь 
элементэд харгалзах 1^ а Р в , Олонлогуудын хувьд 
На э Не агуулагдал биелж байвал л сая а > Ь харь- 
цаа биелнэ гэдгийг одоо харуулъя. Ѵнэндээ хэрэв а>Ь 
бол Не -ийн с элемент бурийн хувьд Ь > с харьцаа бие- 
лэгдэх ба ийм учраас а> с ѳѳрѳѳр хэлбэл На Н. Не 
байна. Нѳгѳѳ тэлаас хэрэв На Н. Н в бол а> Ь байна. 
Учир нь Ь нь Не -Д харьяалагдана. 

Яг ѳмнѳхийн адилаар эре зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн 
доорх нѳхцѳлуудэд тохирдог а> Ь харьцааг тодорхойл- 
дог. Энэ нь 

1 ) а> а харьцаа боломжгуй 

2) хэрэв аУЬ ба Ь > с бол а>с гэсэн нѳхцѳлуудээр 
тодорхойлогдох харьцаа юм. а,Ь- д харгалзах На , Не 
олонлогуудын хувьд На гэ Не эре агуулагдал биелж 
байвал л сая ау-Ь харьцаа биелнэ гэдгнйг ѳмнѳхийн 
адил баталж болно. Энд > тэмдгийг тоонуудын...ээс их 
гэсэн утгаас арай ѳргѳн утгаар хэрэглэдэг. 



91 дугээр зураг 92 дугаар зураг 
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Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн харьцааны <7 графыг тухайл- 
бал оройн оройн тоо тѳгсгѳлтэй байх нѳхцѳлд явч узье. 
Зэрэмдэг эрэмбэлэлт ба эре зэоэмдэг эрэмбэлэлтийн хао- 
галзах графууд нь пэг нь оройнууд дээрээ гогдоотой нѳ- 
гѳѳ нь гогцоогуй байх тѳдийхяоѳр л ялгагдах учир энэ 
хоёр ойлголтчіг хэт нарийн ялгахчін шаардлагагуй к>м. Хэ- 
пэв а>Ь байвал О граф дээр чиглэлт (а,Ь) ирмэг байна. 
8 элементтэй-оройтой олонлогийн эре зэрэмдэг эрэмбэлэл- 
тийн харьцаанчі графыг 91 дугээр зураг дээр дуреэлжээ. 

Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн графыг ихэнхдээ арай ѳѳр 
байдлаар дуреэлдэг гэдгийг урьдчилан сануулъя. Жи- 
шээлбэд. ѳмнѳ дуреэлеэн граф дээр дурын (а, Ь) ба (Ь,с) 
ирмэгуудийн хувьд бас (а, с) ирмэг мѳн байна. Ийм уч- 
раас тийм бух битуулэгч ирмэгуудийг орхиж манай гра- 
фыг хялбарчилж болно. Ер нь а-гаас Ь руу явсап чиглэлт 
ямар ч гинж А(а,Ь) байлаа ч гэсэн, нарийн яривал, граф 

дээр (а, Ь) ирмэг байх ёс- 
той^боловч тийм битуу- 
лэгч^ирмэгууд оршин байх 
нь чиглэлт харгалзах гин- 
жуудийн оршин байхаас 
шууд мѳрдѳн тарах тул 
тийм ирмэгуудийг илуу 
гэж узээд орхиж болно. 
ИйммаягаарЭІ дугээр зу- 
раг дээрх графыг ѳѳрчил- 
бѳл 92 дугаар зураг дээр 
дурслэгдсэн хялбар граф 
гарна. 



Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн графаас бух гогцоо ба бух 
илуу ирмэгуудийг зайлуулахад гарях графыг харгалзах 
харьцааны суурь граф гэж нэ'ѵіэдэг. Хэрэв А(а, Ь) нь 
суурь граф дээрх чиглэлт гинж бол (а,Ь) ирмэг нь илуу 
ирмэг учраас суурь граф дээр энэ ирмэг байхгуй байна. 
Мѳн энд эерэг чиглэсэн (Ь,а ) ирмэг блйж болохгуй. 
Учир нь тийм ирмэг байж гэж узвэл тэр нь А(а,Ь )- тэй 
нийлж а-д буцаж иреэн чиглэлт цикл уусгэх ба эндээс 
а~>а мѳрдѳн тарах болж 1 нѳхцѳлтэй зѳрчилдѳх болно 
(93 дугаар зураг). Нѳгѳѳ тала ас а-гаас 6-руу явсач чиг- 
лэлт гинж байвал л сая а> Ъ гэж узвэл чиглэлт цик- 
луудийг агуулаагуй чиглэлт гра<Ь ѳѳрѳѳр хэлбэл цикл 
биш чиглэлт граф нэг бур нь зэрэмдэг эрэмбэлэлтийг 
тодорхойлно гэж узсэн болно. Зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн 
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а > Ь харьцаа ггь ѳмнѳх нѳхцѳлуудээс гадна бас доорх 
пѳхцѳлд тохирдог бол туунийг (эре утгаар) эрэмбийн 
харьцаа гэж нэрлэдэг. 

Бурэн байх нѳхцѳл. Давхцаагуй дурын хоёр а ба Ь 
элементуудийн хувьд а> Ь юмуу Ь > а хоёр харьцааны 
нэг заавал биелдэг байх. Ѳѳрѳѳр хэлбэл олонлогийн 
бух элементууд нь хоорондоо энэ харьцаагаар „жишигд- 
дэг“ энэ харьцааг зэрэмдэг эрэмбэлэлтээс ялгахын тул 
заримдаа бурэн эрэмбэлэлтийн харьцаа гэж нэрлэдэг. 
Ѵунтэй адилаар эрэмбийн а> Ь харьцааг зэрэмдэг эрэм- 
бэлэлтийн харьцааны нѳхцѳлууд дээр бурэн байх нѳхцѳ- 
лийг нэмж"-’ тодорхойлдог. Бурэн эрэмбийн харьцааны 



— > 

- — 1 

а 

94 дуга эр эураг 

хувьд а ба Ь элемеитуудэд харгалзах ба /?„ олон- 
логууд нь нэг бол Ва => /? в нэг бол тл нѳхцѳлд 
заавал тохирно. Математикт болон ѳдѳр тутмын амьдралд 
бид эрэмбэлэгдеэн олонлогтой олонтой тохиолддог. Жи- 
шээлбэл толь бичигт угсийг цагаан толгойн дэе да- 
рааллаар эрэмбэддэг, сурагчдыг ѳндрѳѳр нь, спортын 
тэмцээнд авсан оноогоор нь, хичээлийн дунгээр юмуу 
бас бус олон аргаар эрэмбэлж болно. Математикт хам- 
гийн их дайралддаг эрэмбэлэгдеэн олонлог нь бодит 
ТООН ТЭНХЛЭГ ЮМ. Энд /Іа олонлог НЬ а > Ь нѳхцѳлд то- 
хирдог бух Ь тоонуудаас ѳѳрѳѳр хэлбэл тоон тэнхлэг 
дээр а-гаас зууи тийш орших бух тоонуудаас тогтоно 
(94 дугээр зураг). 

Тѳгсгѳлт тоопы эрэмбэлэгдеэн олонлог их тохиолд- 
дог. Тийм олонлог нь бусад бух элементээс нь бага 
ямар нэг а\ элементийг агуулах дараагийн элемент а 2 
иь а г ээс их боловч бусад бух элементуудээс нь бага 
гэх мэтчлэн хамгийн их а„ элемент хуртэл явж болно. 
Ийм учраас тийм олонлогийн элементууд нь ѳсѳх эрэм- 
бээр байрласан 1,2 ... п бухэл тоонууд шиг эрэмбэ- 
лэгдеэн байна. Ѵунийг п элементтэй эрэмбэлэгдеэн 
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олонлог бур нь эрэмбийнхээ харьцааны хувьд 1,2 .. . п 
бухэл тооны олонлогтой адил зохион байгуулалттай 
байна гэж илэрхийлж болно. 


Д а с г а л 

1. 1, 2,3, 4 гэсэн дѳрвѳи тооноос тогтсон эрэмбэлэг дсэн 
олонлогийн буран граф ба суурь графуудыг эур. 

2. 1,2,3, ... л гэсэн п тооноос тогтсон эра мбэлэг дсэн 
олонлогийн суурь граф нь ямар байх вэ? 

3. Бухэл тоокы олонлогийн хуваагдлын а\Ь харьцаа нь 
зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн харьцаа мѳн болохыг батал. Энэ 
тохиолдолд зэрэмдэг эрэмбэлэлт ба эре зэрэмдэг эрэм- 
бэлэлт ямар ялгаатай вэ? 

4. а, Ь, с гурван элементээс тогтсон 5 олонлогийн бух 
дэд олонлогуудыг ол. Эйд хэдэн дэд олонлог байх вэ? 
Харгалзах зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн 1 граф ба суурь графыг 
байгуул. Яагаад энд ерѳѳсѳѳ элемент агуулаагуй хоо- 
сон олонлогийг авч узэх хэрэгтэй вэ? 


<У 


1 агуулагдах харьцаанд харгалзах гэж ойлгоно. (Ред.) 



VIII БѴЛЭГ 


ХАВТГАЙ ГРАФУУД 


1§. Графын хавтгай байх кѳхцѳл 

Ирмэгууд нь оройнуудаасаа ѳѳр огтлолцлолын цэ- 
гуудгуй байхаар хавтгай дээр зурж болдог графуудыг 
бид хавтгай графууд гэж нэрлэсэн (1 булгийн 4§-ийг 
дахин унш) билээ. Хавтгай графын хэд хэдэн жишээг 
бид дээр дурдсан. Бид I булгийн 5§-д гурван айл ба 
гурван худгийн тухай бодлогыг авч узэж харгалзсан 
граф нь яагаад хавтгай биш вэ? гэдгийг тайлбарласац. 
Энэ бодлогыи графыг (16 дугаар зураг) олон аргаар 
зурж болно- Ер нь ямар ч графыг олон аргаар зурж 
болдог. «Энэ бодлогын графын» тухай ярихдаа бид ѳн- 
гѳрсѳн байдлыг дурсэлж байгаа тухайн ямар нэг граф- 
тай изоморф дурыч графыг санаж байх болно. Ийм 
учразс 16 дугаа|Цзураг дээр дурсЭлсэн граф нь хавтгай 
биш ээ гэж батлан хэлж буй нь туунтэй изоморф, шаард- 
сан нѳхцѳлуудийг хангуулап хавтгай дээр зурж болдог 
граф байхгуй гэсэн уг юм. Энэ графын оройнуудыг 
жишээлбэл 95 дугаар зураг дээр дурсэлсЭн шиг зѳв 
зургаап ѳнцѳгтийн оройнууд дээр байрлуулж болно. 
Зургаан ѳнцѳгтийн тѳв дэх ирмэгуудийн огтлолцсон цэг 
нь графын орой биш юм. Энэ цэг дээр графын ирмэгууд 
бие биенийхээ доогуур дээгуур гарч байна гэж сэтгэж 
болно. 

Тавхан оройтой хавтгай биш граф байдаг. Энэ нь 
таван оройтой бурэн граф (96 дугаар зураг) юм. Энэ 
граф унэндээ хавтгай биш гэдгийг 95 дугаар зураг 
дээрх (эсвэл 16 дугаар зураг дээрх) графын хавтгай 
бишийг I булгийн 5§-д яаж тайлбарласан адцлаар тайл- 
барлаж болно. Тийм графын хавтгай дээрх дурын дуре. 
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лэлд тууний оройнууд нь жишээлэхэд АВСйЕА эрэм- 
бээр ямар нэг Р циклийг уусгэх ёстой. Тийм хавтгай 
графад ( В, Е ) ирмэгийг татахдаа бид туунийг Р-гийи 
дотор юмуу гадна нь байрлуулах боломжтой. Хоёр то- 
хиолдлын аль нь ч цаашдын сэтгэлгээний хувьд ижил 
юм. Бид энэ ирмэгийг 97 дугаао зураг дээр дурсэлсэн 
шиг байрлуулав гэж бодъё. А орой нь О ба С-тэй ир- 
мэгуудээр холбогдсон байх ёстой. (В, Е) ирмэг нь эд- 
гээр ирмэгийг Р дотор байрлуулахад нь саад болох учир 
энэ хоёр ирмэг нь хоёулаа Р-гийн гадаа байрлана. 



( А,С ) ирмэг нь В оройд гаднаас ирэхэд нь саад бо- 
лох учир (й } В) ирмэг нь зѳвхѳнР-гийн дотор л байр- 
лаж болно. Тэгвэл суулийн ( С,Е ) ирмэгийг хавтгай дээр 
татах ямар ч боломжгуй болно. Учир нь (О, В) ирмэ- 
гээс болж тэр нь Р дотор байж болохгуй ба харин 
( А, О ) ирмэгээс болж Р-гийн гадаа байж болохгуй болно. 1 

Гурзан гэр ба гурвап худгийн тухай бодлогын граф 
ба тавап оройтой бурэн графы г бид тодорхой авч узлээ. 
Учир тіь эдгээр граф ѳгѳгдсѳп граф хавтгай граф уу? 
угуй юу гэдгийг тодорхой лоход онцгой уурэг гуйцэт- 
гэдэг. Хавтгай графыг тодорхойлдог шинжийг 1930 онд 
Польшийн математикч Куратовский олисээ.Тэр шинжийг 
томьёолохын тулд графыг ѳргѳтгѳх ба агших гэж юуг 
хэлэх вэ? гэдгийг эхлээд тайлбарлах хэрэгтэй болно. 

Графын ямар нэг ирмэг дээр бид шинэ оройнуудыг 
нэмж туунийг хэд хэдэн ирмэгээс бутсэн энгийн гинж 
бол гон хувнргалаа гэж бодъё. Энэ уйлдлпйг бид гра- 


! Ѳѳр нэг баталгааг 3§-д уз. 
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фыг ѳргвтгех уйлдэл гэжнэрлэе. 98 дугаар зураг дээр 4 
оройтой а графыг 8 граф бол гон ѳргѳтгѳсний жишээг 
харуулав. Ѵуний урвууд ирмэгуудэд хуваагддаг, тэгэх- 
А дээ завсрын оройнуудаас нь 

/ ямар нэгэн ѳв Р ирмэг гардаг- 

у у/ N. гуй тийм энгийн гинжуудийг 

/ X/ \ А агуулсан98 дугаар зураг дээрх 

/ \ 8 граф шиг тийм граф бидэнд 

I \ ! I ѳ чээ, гэж бид бодъё. Урвуу 

у \ .X / / уйлдлээр туунийг, энгийн гин- 

\. \ / у жууд нь ирмэгууд болж ху- 

у/ вирсан тийм граф болтол нь 

3 с; агшааж бол но. 

97 дугаар зураг Жишээлбэл 98 дугаар зур- 

гийн 8 графыг ту уний орой- 
нуудыг ялгаж буй энгийн гинжуудээс нь зайлуулах за- 
маар а граф болгон хувиргаж болно. 

Одоо бид Куратовскийн теоремийг томьёолох бо- 
ломжтой боллоо. 

Граф хавтгай байх гарцаагуй ба хурэлцээтэй 
нѳхцѳл нь таван ѳнцѳгт граф (96 дугаар зураг ) 
юмуу зургаан ѳнцѳгт граф (95 дугаар зураг) 
болгон агшааж болох ямарч графыг тэр дотроо 
агуулаагуй байх явдал мѳн. 

Энэ теоремийн баталгаа тийм ч их тѳвѳгтэй бит бо- 
ловч нилээд нусэр, их зай эзлэх учир бид батлахгуй 
орхиё. 

Хавтгай графын талаар бас хэдэн тайлбар хийе. Жи- 
шээлбэл 17 дугаар зураг дээрх юмуу 97 дугаар зураг 
дээрх графуудын хавтгай дурслэлийг олохыг оролдох- 
доо бид ирмэгуудийг ямар нэг муруй шугамаар дур- 
сэлж байсан билээ. Ѵнэн хэрэг дээрээ энэ нь тийм ч 
чухал биш юм. Аль ч хос оройнууд нэгээс илуугуй ир- 
мэгээр холбогдсон байх нѳхцѳлд хавтгай граф бухнийг 
ирмэг бур нь шулууны хэрчим байхаар хавтгай дээр 
зурж болдгийг харуулж боліно. 97 дугаар зураг дээрх 
графын «Шулуун шугамын дурслэлийг» 99 дугээр зу- 
раг дээр жишээ болгон узууллээ. 

Хавтгай граф бухнийг мѳн бѳмбѳлгийн гадаргуу 
дээр дурсэлж болно гэж сануулах нь чухал юм. Ингэж 
дурслэх олон арга буй. Жишээ нь: стереографии проек- 
цийг ашиглаж болно. Дэлхийп бѳмбѳрцгийн туйл орч- 
мын зураг хийхэд энэ аргыг газрын зурагт хэрэглэдэг. 
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Р пь манай графын байрласан хавтгай болог. 5 бѳм- 
бѳлгнйг ѳмнѳд туйлаарап энэ хпвтгайтай шургэлцэж 
байхаар (100 дугаар зураг) байрлуулъя. Хойд туйл 
/Ѵ-ийг проекцийн тѳв бол гон авъя. Р хавтгайн р цэг 
бурийг N цэгтэй шулуунаар холбоё. Энэ шулууп нь 
6' бѳмбѳлгийг ямар нэг 6' цэгт огтлолцоно. Иймд Р 
хавтгайн р цэг бухэнд 5 бѳмбѳлгийн харгалзах х цэг 
олдоно. Урвуу проекцоор 5-ийн гадаргуу дээрх граф 
бухнийг 5-тэй шургэлцсэн і хавтгай дээр буулгаж бол- 
но. 5-ийн цэгууд дотроос Р хавтгай дээр дургуй ганц 
цэг ш> проекцийн тѳв /V юм. 

Д а с г а л 

1. 95 дугаар зураг дээрх графаас (А,Ѵ) ирмэгийг зай- 
луулж гарса.і графыг, бух ирмэгууд нь ул огтлолцох шу- 
луун хэрчнм байхаар хавтгай дээр зур. 

2. 6 оройтой хавтгай биш бух графыг олохыг хичээ. 


2§. Эйлерийн томьёо 

Одоо хавтгай дээр олон ѳнцѳгт. тор уусгэдэг 
хавтгай графуудыг авч узье. Энэ нь хавтгай О графын 
ирмэгууд нь бие биетэйгээ хамар олон ѳнцгуудийг уус- 
гэн хавтгайг 101 дугээр зураг дээр дурсэлсэн шигээр 
олон ѳнцѳгт мужуудад хуваана гэсэн у г юм. 

Олон ѳнцѳгтийіі тухай энд ярихдаа олон ѳнцѳгт гэ- 
дэг нэр томьёог ерийн утгаар хэрэглэдэг шигээр ир- 
мэгууд нь шулуун шугамууд байна гэж узэхгуй гэд- 
гийг онцлон тэмдэглэе. 

Энд ирмэгууд пь ѳѳрийгѳѳ огтлоогуй, хавтгайг му- 
жуудад хуваадаг тасралтгуй ямар ч муруйнууд байж 
болно. Америкийн нэгдсэн улсын штатуудад хуваагд- 
сан газрын зураг юмуу ер нь улс орнуудыг хил хяз- 
гаартай нь зурсан газрын ямар ч зураг олж ѳнцѳгт 
графын сайн жишээ болж чадна. Энэ хилууд нь графын 
ирмэгууд ба улсууд нь олон ѳнцгууд юм. Ийнхуу (/ид 
олон ѳнцѳгт графуудыг одоо авч узэх болно. Тодор- 
хойлолтоос узвэл эдгээр нь холбоостой, туунээс гадна 
мѳн ямар олон ѳнцѳгт нь нѳгѳѳгийнхѳѳ дотор байж бо- 
лохгуй гэсэн шаардлага тавина. Тийм олон ѳнцѳгт туе 
бурийг хиллэж байгаа ирмэгууд нь цикл уусгэнэ. За- 
римдаа энэ циклуудийг минималь циклууд гэж нэр- 
лэдэг. Тийм олон ѳнцѳгтийн дотор хаагдеан хавтгайн 

ПО 




хэсгийг графын тале гэж нэрлэдэг. Тийм графад 
бух талстуудтай нь бусэлсэн максималь Сі 
цикл байна. Бух томьёонуудыг аль болох хялбар бол- 
гохын ууднээс зарим нэг зуйлийг хэлэлцэн тохирох зар- 
чим математикт олонтохиолддог билээ. Жишээлбэл ма- 
най тохиолдолд С г ийн гадна оршиж буй хавтгайи хэс- 
гийг Сі хилтэй тале гэж узэх нь ашигтай юм. Бид туу- 
нийг тѳгсгѳлгуй тале гэж нэрлэе. Графыг бѳмбѳ- 
лѳг дээр проекцлон тѳгсгѳлгуй тале нь унэндээ бусад 
талаасаа ялгагдах ямар ч ялгаагуй юм гэдгийг харж 
бол но. 

Энэ бухнийг 101 дугээр зургийн граф дээр тайл- 
барлая. Энэ граф нь І-ээс X хуртэл дугаарлагдеап 
10 талстай. Жишээлбэл: У талаас 

(1,2), (2,11), (НЛО), (10,1) 

ирмэгуудээр хиллэсэн ба харин VIII тале 10 ба 12 
оройг холбосон хоёр ирмэгээр хязгаарлагдеан байна. 
Максималь С \ циклийн ирмэгууд нь 1-ээс 10 хуртэлх 
бух оройнуудыг дэе дараалан дайрч 1 оройд буцаж 
иреэн байна. Тѳгсгѳлгуй X тале С г ийн гадна орших 
бух цэгуудийн олонлог болно. 

Огторгуйн олон талсуудын хувьд Эйлер анх батал- 
сан, олон талстын Эйлерийн томьёо гэж нэрлэгддэг 

Ш 



(’ойирхолтой нэг томьёо байдаг. Энэ томьёо нь манай 
олон ѳнцѳгт графын хувьд хучинтэй. Графын орой.ирмэг 
т.ілсыи тоонуудыг харгалзан 

Ь , р, г 

гэж тэмдэглэе. Эйлерийн теорем нь ямагт 

Ь—р + г= 2 (I) 

байхыг нотолно. 

Баталгаа: п нрмэгтэй зѳвхѳн нэг олон ѳнцѳгтийг 
(102 дугаар зураг) авч узсэн хялбар тохиолдолд 
томьёо нь илэрхий юм. Энэ тохиолдолд 

Ь=р—п, г =2 

байх тул (/) тэнцэл унэндээ биелэгдэнэ. Ерѳнхий то- 
хиолдолд энэ томьёо хучинтэй гэдгийг батлахын тул 
математикийн индукцийн аргыг хэрэглэе. Тодорхой 
хэлбэл хэрэв г талстай графын хувьд энэ томьёо ху- 
чинтэй бол г + 1 талстай графын хувьд унэн байна 
гэдгийг бид узуулье. Талсыг дараалан нэг нэгээр 
«гаднаас» нэмэх замаар олон ѳнцѳгт графыг байгуулж 



болно. О нь Ь оройтой, р-ирмэгтэй, г-талстай олон 
ѳнцѳгт граф (103 дугаар зураг дээрх тод шугамууд), 
Ь, р, г тоонуудын хувьд Эйлерийн томьёо хучинтэй 
байж гэж бодъё. 

О графын максималь циклийн хоёр оройг холбосон 
ямар нэг энгийн гинжийг (103 дугаар зураг дээр тасар- 
хайгаар зурагдсан шугамыг) /ѵо тале дээгуур тэта» 
шинэ талсыг нэмье. Хэрэв энэ нум нь г ирмэгтэй бо.г 
г— 1 шинэ орой ба нэг шинэ талсыг бид нэмэх хэрэг- 
тэй. Харин тэгвэл 
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Ь 1 — р'-\-г'=(Ь-\-г—\) — (/7 + г) + (г + 1)=6 — /? + г 
блйх тул шинэ графин хувьд Эйлерийн томьёо нь ху- 
чинтэй хэвээр улдэнэ. 

Д а с г а л 

1. 13 дугаар зураг дээрх графын хувьд Эйлерийн 
томьёог шалга. 

2. Шатрын 8x8 квадрат нудтэй хѳлгийн уусгэсэн гра- 
фын хувьд дээрх томьёог шалга. Энэ сэтгэлгээг пХп квад- 
рат нудтэй хѳлѳгннй хувьд дэлгэруул. 


3§. Графын зарим нэг харьцаа 

Хоёрдмол графу уд 

Энэ зуйлд бид дахиад л олон ѳнцѳгт графуудыг 
авч узэх болно. Эйлерийн (1) томьёог 

Ь -\- г == р + 2 (2) 

хэлбэртэй бичье. Орой туе бурээс гарсан ирмэгуудийг 
тоолж графын ирмэгийн тоог олж болно- Ингэхэд ир- 
мэг бур нь хоёр удаа тоологдох учир 1 дугээр булгийн 
6 §-ийн (1) тэндэлтэй давхацеан 

2р—?(А і) + ■ ■ • +р(А? ) (3) 

томьёо гарна. Энд р (А г ) нь Л ; оройл зэрэг буюу туу- 
нээс гарсан ирмэгуудийн тоо юм. 101 дугээр зураг 
дээрх графын хувьд /7=22 байна. 

Олон ѳнцѳгт графын ирмэгийн тоог бас ѳѳрѳѳр тоолж 
олж болно. Граф ё)-ийн А-ѳнцѳгтэй талсын тоог ср* 
гэж тэмдэглэе. Энд к= 2, 3, 4 . . . байна. 

Жишээлбэл 101 дугээр зураг дээрх графын хувьд 
ср 2 =1, Фз=3, 94=3, ср й = 1 

Фб = 1 9і=0 98=0 Ф9=°1 9іо ==1 

байна. Ѳѳрѳѳр хэлбэл тууний 10 талсууд дотор хоёр 
ирмэгээр хязгаарлагдеан тале нэг, гурван ирмэгээр 
хязгаарлагдеан тале гурав гэх мэтчлэн байна. Тийм 
олон ѳнцѳгт торд гогцоо байхгуй учраас туунд нэг ир- 
мэгээр хязгаарлагдеан тале байхгуй. Ийм учраас 

2 = 92 + 93 + 94 + • • • ( 4 ) 

Одоо графын ирмэгийг дахин тооцохын тулд тууний 
ирмэг бур нь яг хоёр талсын хил болно гэдгийг тэм- 
дэглэе. Ийм учраас 

2/7=292+393+494+ . . . (5) 
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б айна. Эпдээс 101 дугээр зураг дээрх графын хувьд 
бас л />--22 гарч байка. 1 ) 

Олой ѳнцѳгт О граф бурийн хувьд тууний хоёрдмол 
граф гэж мэ) лэгддэг олоіі ѳнцѳгт піинэ О* ірафыг 
доорх маягаар байіуулж болдог. 

Тале туе бур дотор мѳн туунчлэн хязі ааргуй тале 
дотор ч нэг нэг цэгийг сонгож авъя. Тийм хоёр А ба 
В дотоод цэгууд нь хилийн ерѳнхий Е ирмэгтэй хамар 
хоёр талст хамаарч байвад л Л-гаас В руу шинэ ир- 
мэгийг Е ирмэгтэй огтлолцуулан харин графын бусад 
ирмэгуудтэй огтлолцуулахгуйгээр татъя. Хэрэв хоёр 
тале нь хилийн хэд хэдэн ирмэгтэй байвал тэр ирмэг 
нэг бурийн хувьд нэг нэг ирмэг татъя. 


1 таван ороі.тоі бурэн граф (96 дугаар зураг) ба гурваи гэр 
ба гурван худгт.н бодлогын граф (16 дугаар зураг) нь хавтгай 
биш графу уд юм гэдгиі.г (4) ба (5) томьёонуудыг ашиглан дахин 
баталж болно. 

Нэгдугэзр тохиолдолд оро н тоо 5 ба нрмэгийн тоо 
5-4 

р — ~ 2 ~ = 10 баяна. Хэрэв энэ граф хавтгам багсансан бол Эн- 

лери.іи теоремээр тууний талсын тоо г пь 2 — Ь+р=7 - тай тэнцуу 
оайхсан билээ. Энэ графын хоёр оройн туе бур нь ганц ирмэгээр 
холбогдох учраас туунин хувьд <(>2—0 ба (4) ба (5) томьёо ёсоор 

г=--7=«А№Г?5+ • • • 

ба 

2у>=20=Зуз+4'(> 4 +5у 5 + . . . 
нэгдугээр тэнцлні.г 3-аар уржуулбэл 

21 = Зу й +Зу 4 + 2^+ . . . 

болох ба энэ ниіілбэр нь 20-то, 1 тэнцуу хоёрдугаар имйлбэрээс бага 
баяна. Энэ зярчил нь биднии авч узсэн буруу болохыг харуулж 
баяна. 

6-3 

Хоёрдугаар тохиолдолд Ь= 6, р=~ 2 ~— 9, Хэрэв граф нь хавт- 
гай баьсан бол туунин талсын тоо г нь 5-та,і тэнцуу байх ёстой 
байна. Энд зѳвхѳн — 0 тѳдиьгуй мѳн уя=0 (хоёр гэр юмуу хоёр 
худаг хоорондоо холбогдолгуй) учир 

г=5=у 4 + <р 6 + <(>б+ • • • 
ба 

2/> = 18=4у 4 + 5у 6 + 6у 6 + . . . 
ба .на. Нэгдугээр тэкцлийг 4-ѳѳр уржуулбэл 

20=4^ + 4у 5 +4? 6 + . . . 

гарна. Энэ пнйлбэр 18-тай тэнцуу хоёрдугаар иийдбэрээс бага 
(айна. 
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104 дугээр зураг дээр О графыг тод шугамаар ха- 
рин О* графыг тасархай шугамаар дурсэлжээ. Хоёрд- 
мол О* графыг зѳвхѳн хавтгай граф (7-ийн хувьд л 
байгуулж болно. 

Олон ѳнцѳгт графын хоёрдмод граф нь ѳѳрвв мѳн 
олон ѳнцѳгт граф байна. 104 дугээр зургаас узвэл О 
графын Р тале нэг бурд О* графын яг иэг К* орой 
харгалзах ба тэгэхдээ О* графын V* орой дээр иреэн 
прмэгуудийн тоо нь О графын харгалзсан Р талсыг 



хязгаарлаж байгаа ирмэгийн тоотой тэпцуу байна. Ийм 
учраас О* графын V* оройн зэрэг нь О графын харгал- 
зах Р талсыг хязгаарласан ирмэгийн тоотой тэнцуу 
байна. О графын Е ирмэг бурд О* графын, туунтэй 
огтлолцеон ганц Е* ирмэг харгалзана. 

О графын V орой туе бур р( V) ирмэг ирнэ. Тэд- 
гээр нь О* графын Р* талсыг уусгэж байгаа ирмэгууд- 
тэй огтлолцоцо. Ийм учраас Р* тале нь О* графын 
р( V) ирмэгуудээр хязгаарлагдана. О і раф нь ѳѳрийн 
ээлжинд О* графын хоёрдмол граф болохыг 104 дугээр 
зургаас хялбархан харж болно. Энэ хоёр граф нь нэг 
ижил тооны ирмэгтэй ба О* графын оройн тоо нь О гра- 
фын тал сын тоотой тэнцуу. О* графын талсын тоо нь О 
графын оройн тоотой тэнцуу байна. 

8 * 
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4§. Зѳв олон талстууд 

Хэрэв орой бур дээр НЬ ПЭГ ИЖИЛ р тооны ирмэг 
нийлдэг (1 булгийн 6 §-кйг уз) і рафыг нэг тѳрлийн 
граф гэж .нэрлэдэг. Хэрв одон ѳнцѳгт нэг тѳрлийн О 
графын хоёрдмол О* граф кь мѳп кэг тѳрлийн граф 
байвал О графыг зѳв граф гэж пэрлэнэ. Энэ нь (ѳм- 
нѳх §-ийг уз) О графын тале бур нь нэг ижил тооны 
жишээлэхэд р* ирмэгээр хязгаарлагдеян байх ёстой гэ- 
сэн уг юм. 

Маш цѳѳхѳн зѳв граф байдгийг одоо бид узуулье. 
Хэрэв О графын ирмэгийн тоог (3) ба (5) томьёогоор 
т ооцоолбол зѳв графын хувьд энэ хоёр нийлбэр нь 

2 р=рЬ=р*г (6) 

илэрхийлэлд шилжинэ. (6) тэнцлээс 



гэйс олж Эйлерийн (2) томьёонд орлуулбал 

*;0 + ) = 2 < 7 > 

^олох ба энэ илэрхийллийг 

Ь( 2? + 2р*— рр*)=4р* 
гэж бичиж болію. 

Нэгэнт Ь ба р* нь эерэг бухэл тоонууд учраас хаал- 
танд байгаа илэрхийлэл нь мѳн эерэг бухэл тоо байх 
ёстой. 

2р + 2р*^рр* >0 

Энэ тэнцэл бишийг 

РР* — 2р — 2р* < О 

хэлбэрээр юмуу 

(р— 2)( Р *-2)<4 (8) 

гэж бичье. 

(8) тэнцэл бишийг бид хоёр тохиолдол болгон бодъё. 
Эхлээд р— 2 ба р*~2 хоёр уржигдхуун хоёулаа эерэг 
буюу ѳѳрѳѳр хэлбэл р ба р* туе бур хоёроос их байх 
тохиолдлыг авч узье. Ѵрівэр нь 4-еес бага байдаг 
бух эерэг бухэл хос тоонууд нь 1 ба 1, 1 ба 2, 1 ба 3 
гэсэн хосуудаар шавхагдах тул р— 2<3 ба р*— 2<3 
байна. Энэ тохколдолд р ба р* нь дарсахь хуснэгтэд 
бичигдеэн утгыг л авч болно. 
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Зѳв графууд 


р 

Р* 

ь 

Р 

2 

Маяг 

3 

3 

4 

6 

4 

Тетраэдр 

3 

4 

8 

» 

6 

Куб 

3 

5 

20 

30 

12 

Додекаэдр 

4 

3 

6 

12 

ОО 

Октаэдр 

5 

3 

12 

30 

20 

Икосаэдр 


Энд (6) ба (7) томьёопуудыг хэрэглэж нрмэг, орой, 
талсын тоог тооноолоп гаргажээ. Дээрх хуснэгтэд 
дурдсан зѳв графуудыг бсйгуулахыг р=3, 4 юмуу 5 
утгуудад харгалззх гурвзлжип дервеп ѳпцѳгт юмуу 
тлвзн ѳнцѳгтѳѳс эхэлнэ. Орой бур дээр и ь зохих тооны 
тале нийлеэн байхаэр олон ѳнцѳгтуудийг эвлуулбэл 
таван тохиолдолд нэг бурт изоморфизмийи иарийвчлэл- 
тайгаар яг нэг нэг зѳв граф олдоло (105 дугазр зур- 
гийг хар) 

Хоердмол графын тодорхойлолтоос узвэл зѳв гра- 
фын хоёрдмол граф нь мѳн зѳв граф байна. Манай хус- 
пэгтээс харвел октаэдр пь кубын хоёрдмол, икосаэдр нь 
додекадрийн хоёрдмол, харин тетраэдр нь ѳѳрѳѳ ѳѳрийп- 
хѳѳ хоёрдмол граф байх пь илт. 

(8) тэнцэл биший х інгадаг эер.эг бухэл о ба р* 
тоонуудыг тодорхойлохдоо зѳвхѳн р>2 ба р *>2 утгуу- 
дыг авч узэлі дээрх хуснэгтэд дурдсан ур дунд бид 
хуссэн билээ. Нѳгѳѳ талаас р (эсвэл р*) чь 2 юмуу 1 гэсэн 
утгыг авахад ч энэ тэнцэл бит шийдтэй байна. Энд 
харгзлзах графууд нь маш хялбархан хэлбэртэй байна. 

Хэрэв р=2 бол орой бур дээр нь хоёр йрмэг иреэн 
холбоост граф буюу товчоор хэлбэл эхний цикл (106 
дугаар зураг) гарна. 

Хэрэв р*— 2 бол (7) тэнцэл нь 

^(2?+4— 2р)=4&=8 
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105 дугаар зураг 


хэлбэртэй болж Ь = 2 гарна. Энэ тохиолдолд граф нь 
хоёр оройг холбосоя хэд хэдэн ирмэгээс тогтоно (107 
дугаар зураг). Хоёр тале я орой ба я ирмэгтэй цик- 
лийн хоёрдмол граф нь хоёр орой, я тале, я ирмэгтэй 
байна гэдгийг тэмдэглэе. ѳѳр угээр хэлбэл бие биен- 
ие 




106 дутаар зураг 


107 дугаар зураг 


дээ хоёрдмол тийм графуудыг 106 ба 107 дугаар зур- 
гууд дээр дурсэлжээ. 

Р=1 уед (8) тэнцэл бишийг р*-ийн дурын эерэг утг 
хангана. (Ѵунийг шалга). Орой бур дээрээ ганц ирмэг 
тэй холбоост граф нь зѳвхѳн нэг ирмэгтэй байх ёстой 
буюу ѳѳрѳѳр хэлбэл 

Ь= 2, р=г=щ\ , о=1, о*= 2 
байх ёстой байна. 

р*=1 уед граф нь ганц гогцооноос тогтох ба туу- 
ний хувьд 

Ъ—р — \ . г=2. о=2. 5* = ! 


=2, р* = 1 


байхыг хялбархан шалгаж болно. 

Евклидийн «эхлэл»-ийн 13 дугаар номонд зѳв олон 
талстын сургаалыг тайлбарлаж бичсэн байдаг. Эдгээр 
олон талстуудыг бѳмбѳрцѳгт багтааж болох ба тийм 
олон талст нэг бурийн талстууд нь хоорондоо тэнцуу 
зѳв олон ѳнцѳгтуудээс тогтох бѳгѳѳд орой бур дээр НЬ 
нэг ижйл тооны ирмэг ба талстууд нийлсэн байна. Тийм 
олон талстын оройнууд ба ирмэгуудээс бурдсэн граф 
нь зѳв граф байна. Туунийг бѳмбѳрцгийн тѳвѳѳс бѳм- 
бѳлѳг дээр проекцолж болох учраас энэ нь хавтгай 
граф байна. 
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Тітаеих гэдэг зохиолдоо Платон зѳв олон талс- 
туудын тухай дурдсан байдаг. Платоны нѳлѳѳ асар их 
байсан учраас одоо ч гэсэн эдгээр талстуудыг Платоны 
биеууд гэж нэрлэнэ. Евклид ч чухамдаа зѳв олон талс- 
туудыг анх нээсэн юм бишээ. Зѳв олон талстуудыг 
Евклидийн ѳмнѳх уеийн хумуус мэддэг байв. Зарим зѳв 
олон талстуудыг пифагорчууд мэддэг байжээ. 

Эрт ба дундат зууны уед зѳвхѳн олон талстуудыг 
орчлон ертѳнцийн зохицльш билэг тэмдэг гэж узэж 
байжээ 1 . 105 дугаар зураг дээр дурсэлсэн таван графаас 
ѳѳр ямар ч зѳв граф байхгуй гэдэг нь бидний хийсэн 
ѳмнѳх судалгаанаас харагдаж байна. 

Д а с г а л 

1. Тетраэдр, куб ба октаэдруудын хоёрдмъл графуу- 

дыг зур. ІХІ 

2. Зѳв олон талст бухэнд Гамильтоны шугам байх уу 

5§. Шигтгэмэл 

Хэрэв угаалгын ѳрѳѳний шалыг ашиглавал зѳв олон 
ѳнцѳгтууд давтагдсан хээ байхыг харж болно. Эпэ олон 
ѳнцѳгтууд иь элдэв хэлбэртэй байж болно. Тэдгээр нь 
квадрат юмуу гурвалжин эсвэл зургаан ѳнцѳгтууд байж 
болно (108 дугаар зураг). 

Шигтгэмэл шаланд ийм хээнуудийг хэрэглэх явдал эрт 
дээр цагаас ихэд дэлгэрчээ. Тѳсѳѳтэй юмуу яг ижил 
нуднууд давтагдсан хээ байгаль дээр олонтоо тохиолд- 
дог. Ургамал судлалд навч, нахиз, урийн байрлалыг 
авч узэхэд ийм хээнууд олон тааралддаг. Ананас (хан 
боргоцой)-ийн гадаргуу юмуу наран цэцгийн урууд ийм 
зѳв байрлалтай байдгийг та нар ажигласан байх 

Тале бухэн нь нэг ижил тооны ирмэгтэй, эдгээр 
талстууд нь олон удаа давтагддаг хавтгай граф гэж 
108 дугаар зураг 

1 Жишээлбэл И. Кеплер ингэж узэж парны аймгийн гаригуу ' 
дын параметруудийг тодорхоглохтой холбогдеон нилээд эргэлзээтэй 
тооцооллынхоо ундеэнд эдгээр биетуудийг авчээ, 
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иймэрхуу хээнуудийг графын онолын ууднээс узэж болію. 
Чухамдаа ийм хээнууд тийм олон янз байж болохгуй 
гэдгийг одоо бид узуулье. Ѳмнѳ хэрэглэж байсан тэм- 
дэглэлуудийг энд хэрэглэе. Графын орой бур дээр ? 
ирмэг нийлдэг ба тале бур нь р* ирмэгуудээр хязгаар- 
лагддаг юм гэж узье. Бид шигтгэмлийг хийхдээ 
шалыг ердийн зуйдэг маягаар аль нэг талаас эхэлж 
туунд бусад тзлётуудыг иэм'к хавтгяйі яѵпр нэгэи 
хэегийг бурхуулэв гэж бодъё. 

Тэгвэл хязгааргуй талсаас бусад бух талсууд н ь 
?* ирмэгээр хязгаарлагде-дн бѳгѳѳд тал сын хил дээр 

оршоогуй орой бур дээр нь р ирмэг шійлеэн хавтгай О 
граф гарна. 

Хил дээрх оройнуудын Ь х тоог иийт оройнуудын Ь 
тоонд харьцуулсан харьцаа нь улам улам бага боло- 
хоор хэегуудийн тоог улам олшруулан шигтгэмлий* 
ургэлжлуулэв гэж бодъё. Хязгаарын онолын нэр томь' 
ёогоор 

хэрэв Ь — * со бол -у — > О 


( 9 ) 
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гэж узэж болно. Ѳѳрѳѳр хэлбэл хэрэв Ь нь хязгааргуй 
руу тэмуулбэл ■— бутархай тэг руу тэмуулнэ гэж хэлж 

болно. (3) томьёог ашиглан орой бур дээрх ирмэгуу- 
дийн тоог туе тусад нь тоолж О графын ирмэгийн тоог 
унэлье. Хэрэв графын орой бур дээр яг р ирмэг нийл - 

дэг байсансан бол нийт ирмэгийн тоо нь у~р Ь-тэй тэн- 
цуу байхсан билээ. Хэрэв бид хилийн оройнууд дээрх 
ирмэгуудийг тоолохгуй бол -у (Ь — Ь х ) нрмэг гарна. 
Ийм учраас 

Р Ь — р Ь у < 2р < рЪ 

байна. Ѵунд р нь О графын ирмэгийн тоо болно. Энэ 
тэнцэл бишуудийг 

р р_ ь і ^ Р ^ р 

2 ~2 ' Ь ' Ь 2 

хэлбэртэй бичиж болно. 


Хэрэв Ь — > оо бол — * -у (10) 

гэж (9)-ээс дугнэлт хийж болно. Одоо (5) томьёогоор 
графын ирмэгийг тооцоолъё. р* ирмэгээр хязгаарлагдеан 
г— 1 ширхэг тале байф ба Р^ талыг хязгаарлаж буй 
ирмэгийн ТОО пь графын хилийн Ь х оройн тоотой тэнцуу 
байна. Ийм учраас 

2р = (г— 1 ) р*+ Ь х 

Энэ тэнцлийн хоёр талыг Ь р*-д хуваавзл 

±_ _ _2_ _р_ , л і>і 

Ъ р * Ъ ' Ь р * ъ 

г эж бичиж болно. Хэрэв Ь — »со бол баруун талын суу- 
лийн хоёр гишуун тэг руу тэмуулэх ба хэрэв Ъ— * со бол 
(ІО)-аас 

2 _Р_ р 

ь Х" 2 = 7*" 


гэж мѳрдѳн гарна. Одоо Эйлерийн (2) томьёог 
1 і <* Р I 2 

1 + X = Х + X 
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гэж бичье. Ь - г ѳсѳхѳд (11) ёсоор тэнцлийн зуун тал нь 
1 + РУУ тэмуулэх ба харин (10) ёсоор баруун тал нь 

- 4 - руу тэмуулнэ. Нэгний тэнцлийн хоёр тал нэг ижил 
хязгаартай байх учраас 

1 + уг = б0лн0 - 

Эндээс 

(Р-2) ( Р *-2) =4 
гарна. Энэ тэнцлийг зѳвхѳн 

Р = 3, р*=6, р = 4, Р*=4, р = б, р*— 3 

гэсэн бухэл хос тоонууд л хангапа. Ийм учраас хавт- 
гай графын давтагдсан хээ буюу шигтгэмэл нь нэг бол 
гурвалжнуудаас, нэг бол дѳрвѳн ѳнцѳгтѳѳс, нэг бол 
зургаан ѳнцѳгтуудээс бурдэж байх болко. Энэ бух то- 
хиолдлуудыг 108 дугаар зураг дээр дурслэв. 



IX БѴЛЭГ 


ГАЗРЫН ЗУРАГ БУДАХ 


1 §. Дѳрвѳн будгийн тухай асуудал 

Талстуудыг пь улс орнууд харин хязгааргуй талсыг 
пь далай гэ:к бодож олон ѳнцѳгт граф бурийг газрын 
ямар нэг зураг юм гэж тѳсѳѳлж болохюм. Тийм зурагт 
далай, бух улс орныг бие биеэсээ ялгагдаж байхаар 
буддаг. Ингэж будахдаа ерѳнхий хилтэй орнууды'г ял- 
гаатай ѳнгуудээр будах ёстой. Хэрэв бидний мэдэлд 
хурэлцэхуйц тоогы будаг байвал ингэж будах пь тийм ч 
хэцуу зуйл биш. Харин ѳгѳгдсѳн зургийг ипгэж будз- 
хад доор хаяж хэдэн ѳпгийн будаг хэрэгтэй вэ? гэдэг 
асуудлыг тогтоох пь нэн тѳвѳгтэй асуудал юм. 

Зохих шаардлаганд тохируулан дѳрвѳн ѳнгийн буд- 
гаар газрын зураг бухнийг будаж болно бапх гэ- 
сэн таамаглал ѳргѳн дэлгэрчээ. Графынонолын аахны 
судлаачдыи нэг Британы математики А. Кэлигийа дѳр- 
вѳн будгийн тухай 1879 онд бичсэн ѳгуулэл нь хааны газар 
зуйн нийгэмлэгийн бутээлийн мэгдугээр ботид орсои нь 
чухамдаа зуйтзй явдал болжээ. Энэ ѳгууллийг дѳрвѳн 
будгийн асуудлын «тѳрсний гэрчилгээ» гэж олон той 
ярьдаг. Энэ нь чухамдаа тийм биш байжээ. Шотландии 
физикч Фредерик Гутригнйн ярьснаар бол эпэ асуудал 
1850 оны уед Лондоны математикч-оюутнуудыч дунд 
нилээд дэлгэрсэн байснаас гадна тууний ах Фрэнсис 
Гутри нь ѳѳрийнхѳѳ математикийн багш А. Де. Мор- 
ганы анхаар'ыг энэ асуудэлд хандуулж байсан 
байна. 

Энэ асуудал эхэ.чдээ тийм хэцуу асуудал гэж тоо- 
цогдсонгуй. Математикчид туунийг бараг илэрхий зуйл 
гэж узэж байсан байх. Дараа нь хэд хэдэн буруу батал- 
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гаа гарч иржээ. Дѳрвѳн будгийн бодлого иь хялбархан 
томьёогоороо будилуулж хамгийн их нэртэй математикч- 
дын хучин чармайдтанд ч автсангуй. Энэ асуудалтай 
холбогдон графын онолыг сонирхох явдал ихэссэн нь уул 
онолд олои чухал ур дун нээхэд нэмэр болсон бѳгѳѳд 
энэ ур душууд нь дѳрвѳн будгийг ссуудлыг шийдвэр- 
лэхэд тустай мэт санагдуулж байжээ. 



109 дугээр зураг ПО дугаар зураг 


Зарим нэг графыг будахад унэндээ бидэнд дѳрвѳн бу- 
даг байх нь чухал гэдгийг Чэмдэглэе (109 дугээр зур- 
гийг хар). Вид янз бурийн ѳнгуудийг а, |3, у, 8, е, . . • 
гэж грек усгуудээр тэмдэглэж байх болно. Чухам ямар 
усгээр ямар ѳнгий: тэмдэглэх нь бидэнд оицын ач хол- 
богдолгуй байх нь мэдээж юм. Тетраэдрийн гадиа та- 
лым муж буюу тѳгсгѳлгуй талсыг нь а ѳнгѳѳр буджээ, 
гэж самая. ТЭгвэл бусад гурван тале нь бие биетэйгээ 
хил нийлеэн учраас тэдгээр нь ѳѳр ѳѳр ѳнгѳѳр (тэгэхдээ 
а-аас ялгаатай) будагдеан байх ёстой. 

Газрын зургийг аль болох цѳѳн будгаар будах ту- 
хай асуудлыг шийдвэрлэхдээ энэ зурагт зѳвхѳн хоёр 
ирмэг нийлеэн тийм оройнууд угуй байж гэж узэж болно. 
Унэндээ хэрэв а нь тийм орой бол зургийг будах схе- 
мийг (загвар) ѳѳрчлѳхгуйгээр тэр орой дээр нийлеэн 
хоёр ирмэгийг нийлуулж уул а-оройг зайлуулж болно 
(1 10 дугаар зураг). 

Ийм учраас орой бур дээр нь гурваас доошгуй 
ирмэг нийлеэн тийм графуудыг авч узэхэд л хангалт- 
тай юм. 

Мѳіі уунээс ч илуу хатуу шаарДлага тавьж болно. Уунд: 
Олон ѳнцѳгт дурын графыг ямар нэг тодорхой тооны 
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ѳигѳѳр будах асуудлыг уул граф нь гурван зэргийн 
нэг тѳрлийн граф буюу ѳѳрѳѳр хэлбэл орой бур дээр 
нь яг гурван ирмэг нийлдэг тийм графыг будахад шил- 
жуулж болію. 



Ѳѳр угээр хэлбэл хэрэв бид будах тухай бодлогыг нэг 
тѳрлийн гурван зэргийн графын хувьд шийдвэрлэж чад- 
вал тэр бодлогыг дурын графуудын хувьд шийдвэрлэж 
чадна. Ѵнэндээ ямар нэг а орой дээр гурваас илуу ир- 
мэг нийлсэн байж гэж узье. (111 а дугаар зураі'). а 
тѳвтэй бѳгѳѳд бусад аль ч оройд хурэхгуй тийм жижиг 
С тойргийг татъя. а орой ба туу і дээр нийлсэн ирмэ- 
гуудийн тойрог доторхи хэсгуудийг авч хаяад тэдний 
оронд тойргийг нумуудыг ирмэг болгон авч узье (111 
дугээр зураг). Шинэ орой нэг бур дээр гурван ирмэг 
нийлнэ. С тойргийг цэгт хумих замаар шинэ О х графын 
будалт бурээс анхны О графын будалтыг гаргаж болно. 
Дээр нь гурваас илуу ирмэг нийлсэн орой бур дээр ийм 
байгуулалтыг хийвэл зургийг будах тухай манай бод- 
лого нь нэг тѳрлийн гурван зэргийн олон ѳнцѳгт графыг 
будах бод до год шилжинэ. 

Иймд бид цаашдаа гурван зэргийн нэгэн тѳрлийн 
графуудыг авч узэх болно. ѴШ булгийн 3 §-д гаргасан 
томьёонуудад нэмэлт болдог нэг чухал томьёо гурван 
зэрэгт графын хувьд байдаг гурван зэрэгт графын орой 
бур нь гурван талст хамаардагт энэ томьёо ундэслэг- 
дэпэ. Ийм учраас бух талстууд дээрх оройнуудыг тоол- 
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бол бух оройц тоог гурав дахин авсантай тэнцэнэ. / ир- 
мэгтэй ийм учраас і оройтой талстуудын тоог -ээр 
дээр тэмдэглэж байсны адилаар тэмдэглэе. Тэгвэл 

3 Ь = 2ср 2 - н Зсрз + 4ф 4 -К 5ф 6 + бср в -р 7«р; -I- ■ ■ . ( 1 ) 

тэнцэл гарна. (1) тэнцлийг 2-оор, VIII булгийн (5) ба 
(4) тэнцлуудийг харгалзан 3 ба 6-гаар уржуулбэл 

6 Ь = 4фг+ 6 Рз — Ь 8-Р4 + І0ф 5 + 12ф 6 + 14р 7 + . . . 

6 р =6ф 2 + 9ф 3 + І2ф 4 + 15р 5 + 18-р 6 + 21ф,+ . . . 

6 г = бфг + бфз + 6ф 4 + 6ф 5 + 6ф 6 + 6ф 7 + •. • - 

Г эсэи гурван тэнцэл гарна. Эйлерийн (2) томьёог 
12 = 66 — 6/? + 6г 

хэлбэрээр бичиж дээр олсон утгуудыг орлуулъя. Ууний 

дунд 

12 = 4ф 2 + Эф» + 2ср 4 + ср 5 — ф 7 — 2р 8 — ... (2) 

тарах ба энд бичигдээгуй бух гишууд нь сѳрѳг тэмдэг- 
тэй байна. (2) тэнцлийн баруун тал нь эерэг байх ёстой 
учраас бид доорх дугнэлтийг хийж бодно. 

Гурван зэргийц нег тѳрлийн граф нь зургаагаас цѳѳн 
ирмэгээр хязгаарлагдсан талсыг заавал агуулна. 


2 §. Таван будгийн тухай теорем 

Бид энэ зуйлд графыг дѳрѳв юмуу таван будгаар 
будах тухай бодлогыг авч узнэ. Тэгэхдээ зургаагаас 
цѳѳн ирмэгээр хязгаарлагдсан талсыг ядаж нэгийг 
агуулсан нэг тѳрлийн гурван зэргийн олон ѳнцѳгт гра- 
фуудыг авч узэх явдлаар хязгаарлаж болохыг ѳмнѳх 
зуйлд узуулсэн билээ. Граф хоёр, гурав, дѳрѳв ба таван 
ирмэгээр хязгаарлагдсан тале байх тохиолдлуудыг бид 
туе тусад нь авч узье. 

а) Анхныхаасаа цѳѳн тооны талстай гурван зэргийн 
нэг тѳрлийн граф гардаг байхаар зарим нэг хилуудийг 
орхиж болно. 

б) Хэрэв энэ гарсан граф нь таваас илуугуй будгаар 
будагдаж болдог бол мѳн анх авсан графыг ч ингэж 
будаж болдог гэдгийг бид дээрх тохиолдол туе бурийн 
хувьд узуулнэ. Нэгэнт энэ шинэ граф нь бас л нэг 
тѳрлийн гурван зэргийн граф байх учир тийм хялбарч. 
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лллт бурнйц дараа зургаагаас цѳѳн ирмэгээр хязгаар- 
лагдсаи тале дахиад л олдоно. Ийм хялбарчлалтаар 
улам улам цѳѳн будагдвал зохих тале бухий графуу- 
дыг дараалан гаргаж авиа. 

Давхар ирмэгууд а) (ѵ-графыг хоёр ирмэгээр хяз* 
гаарлагдеап тале агуулахгуй болтол пь ямагт хялбар^- 
чилж болно гэдгийг юуны ѳмнѳ бид узуулье. 



Хэрэв а ба Ь оройнуудын хооронд 113 дугаар зураг дээрх 
шиг давхар ирмэг байсан бол эдгээр ирмэгуудийн йэ- 
гийг нь зайлуулж улдеэч ирмэгий нь (а, с) ба ( Ь , Л) 
ирмэгуудтэй нэгтгэн тэднийг ганц (с, й) ирмэгээр соль- 
ёо. Шинэ Ох граф нь бас л нэг тѳрлийн гурван зэргийн 
граф болно. 

б) Хэрэв Ох графыг будаж болдог бол (с, й) ирмэгийн 
хоёр талд а ба й гэсэн хоёр ѳѳр ѳнгѳ байх болно. 
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114 дугээр зураг 



Тэгвэл бид а ба Ь оройнууд ба хоёрдох (а, в) ирмэгийг 
буцааж байранд нь тавиад А талсыг гуравдахь у ѳнц- 
гѳѳр будаж болно. 

Г урвалжин тале, а) Авч узэж буй графыг гурвал* 
жин тале агуулаагуй «болтол нь хялбарчилж болно. й 
нь А, В, С гурван ѳѳр талстай хиллэсэн тийм тале 
болог. (а, Ь) нь С ба О талсьш хилийн ирмэг (114 ду- 
гээр зураг) болог. (а, Ь) ирмэгийг зайлуулаад а дээр 
нийлеэн улдеэн хоёр ирмэгийг нь нэг ирмэгт нэгтгэе. 
Мѳн ийм ажиллагааг Ь орой дээр хийе. Гарсан О у граф 
нь нэгэн тѳрлийн гурван зэргийн граф байна. 

б) Хэрэв С?, графыг зохих ёсоор будаж болбол А 
тале нь ямар нэг а ѳнгѳѳр В нь {3 ѳнгѳѳр С-\-0 тале 
нь у ѳнгѳѳр будагдана. (а, Ь) ирмэгийг буцааж тавиад 
О талсыг бид дѳрѳв дэх 8 ѳнгѳѳр будаж болно. Дѳрвѳн 
ѳнцѳгт тале а) Дѳрвѳн ирмэгээр хязгаарлагдеан талсыг 
зайлуулж болно гэдгийг узуулэх нь арай тѳвѳгтэй. Р 
нь А, В, С , О талстуудтай хиллэсэн (115 дугаар зу- 
раг) тийм тале болог. 

Тэгвэл нэг ижил талсын хэсэг болдоггуй ба хоорондоо 
хиллэдэггуй хос эерэг, жишээлбэл, В ба О (эсвэл А ба 
С) талсууд олдоно. Ѵнэндээ хэрэв жишээдэхэд Л ба С 
нь нэг ижил талсын ѳѳр хэегууд юмуу 'эсвэл тэдгээр 
нь 116 дугаар зураг дээрх шиг ерѳнхий (т, п) хилтэй 
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ЛііАпііі бол И тиле ць О талстай ерѳнхий хилтэй байж 
чидихіуй. Тэгнэл (а, Ь) ба (с, й) ирмэгуудийг зайлуу- 
ллмд ( <і\ а) {а, с), (с, с^) ирмэгуудийг нэг (а\. с і) ир- 
мэгтэй нэгтгэе. Ууний адилаар (Ь х , Ь), (Ь, й), (й, й х ) 
ирмэгуудийг нэг (Ь и й { ) ирмэгт нэгтгэе. Шинэ О х граф 
нь нэг тѳрлийн гурван зэргийн граф ба В + Р + О нь 
тууний нэг тале юм. 

б) О і граф нь зохих ёсоор будагдеан ба В + В + О 
тале нь а ѳнцѳгтэй байж гэж бодъё. Тэгвэл Л ба С 



116 дугаар зураг 

тале нь ямар нэг р ба у ѳнцѳгтэй юмуу нэг ижил ѳн- 
гѳтэй байж чадахгуй. Одоо (а, Ь) ба (с. й) хоёр ир- 
мэгийг буцааж тавьж Р талсыг бид дѳрѳв дэх 8 ѳнгѳѳр 
будна. 

Таван ѳнцѳгт тале а) Р тале нь 117 дугаар зураг дээрх 
шиг А, В, С, И, Е таван талстай хиллэдэг юм гэж 
узье. Ерѳнхий хилгуй, нэг талсын хэсгууд болдоггуй 
130 



бѳгѳѳд Р тллстнй хпллэдэг, зэрэгцээ хос, жншээлэхэд 
Л ба С тале эпд мѳн олдоио. Тэгвэл {а, Ь) ба {с, д) 
ирмэгуудийг зайлуулаад а , Ь, с , й оройнуудыг (117 
зургийг уз). Энэ орой бур дээр улдеэн хоёр ирмэ.тэй 
нэг ирмэг болгон нэгтгэвэл дахиад л нэг тѳрлийи гур- 
ван зэрэгт граф гарна. 

б). Энэ гарсан граф нь зохих ёсоор будагдеан бѳ- 
гѳѳд тэгэхдээ А -р Р + С тале нь а ѳнгѳтэй болсон юм 
гэж узье. В, О, Е гурван талсын хувьд р, у, 8 гэсэн 
гурван ѳѳр ѳнгѳ шаардагдаж болно. Хэрэв бидэнд таван 
будаг байсан бол (а, Ь) ба (с, (і) ирмэгуудийг буцааж 
тавиад Р талсыг тавдахь е ѳ.чгѳѳр будаж болно. Харин 
хэрэв бидэнд зѳвхѳн дѳрвѳн будаг байсан бол уунийг 
тэр болгон хийж чадахгуй. 

Хэрэв нэг тѳрлийн граф нь хоёр, гурав, дѳрѳз, та- 
ван ирмэгээр хязгаарлагдеан талстуудтай ба бидний 
мэдэлд таван будаг байсан бол ийм графыг будах ту- 
хай бодлогыг цѳѳн тооны талстай графыг будах бод- 
логод ямагт шилжуулж болохыг бид ийнхуу узууллээ. 
Нэг тѳрлийн граф дотор дор хаяж нэг цѳѳн тооны ир- 
мэгтэй тале агуулсан байх ёстойг ѳмнѳх зуйлийн эцэст 
узуулеэн тул графыг ингэж эмхтгэх ажиллагзаг тавзас 
илуугуй талстай болтал ургэлжлуулж болох учир таваас 
Тглуугуй будгаар лав будаж болно. Ийнхуу дараахь тео- 
ремыг батлав. 

Таван будгийн тухай теорем. Хавтгай 
дурын графыг таван будгаар будаж болно . 

‘ Бидэнд зѳвхѳн дѳрвѳн будаг байх тохиолдолд энэ 
теоремийн баталгааг хэрэглэж болохгуй. |Бидний дээр 
узсэнээр энэ тохиолдолд таван ѳнцѳгтуудийг зайлуулж 
чадахгуй. Тале бур нь таваас цѳѳнгуй ирмэгээр хяз- 
гаарлагдеан ямар нэг тѳрлийн графад хурээд манай 
нэгтгэх процесс дуусаж болно. Энэ графад хоёр, гурав 
ба дѳрвѳн ирмэгээр хязгаарлагдеан талстууд байхгуй 
учир 

<р 2 = срз= (р 4 = 0 байна. 


9 * 
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Иймд цаашид эмхтгэгдэхгуй нэг тѳрлийн граф ядаж 12 
таван ѳнцѳгтийг агуулсан байх ёстой (2) томьёо ха- 
руулж байна. 

39-ѳѳс цѳѳн тооны талстай дурын зургийг унэн хэ- 
рэг дээрээ дѳрвѳн будгаар будаж болдог нь батлагд- 
жээ. Тооцон бодох машины манай зууны хувьд энэ зааг 
нь хэтзрхий ѳндѳр зааг ч биш ээ. Хэрэв хэн нэгэн хун 
энэ бодлогыг программчлах арга бодож олоод энэ бод- 
логыг тооцон бодох машинаар бодуулбал дээрх хилийг 
асар холдуулж чадах ба магадгуй дѳрвѳн будгаар бо- 
догддоггуй ямар нэг зургийг олчихыг хэн байт гэх вэ? 
Гэвч энэ нь унэмшихэд бэрх зуйлээ. Тийм зургийн хувьд 
олон янзын хязгаарлалтууд тавигдах учир тийм зураг 
оршин байх нь маш сэжигтэй зуйл юм. Хэрэв дѳрвѳн 
будгийн асуудалтай холбогдсон олон тооны ажлуудын 
тухай бид ярих гэвэл дахиад л ийм хэмжээний ном хэ- 
рэгтэй учир энэ асуудалтай та бухнийг танилцуулснаа- 
раа сэтгэл ханаад зогсохоос аргагуй юм. 



Дасгалын шийд 


I БѴЛЭГ 

1 §. -р хуудас 

2. А В, АЕ, АО, ВС, ВО, ВР, СО, СО, ОН, ЕН, ЕО, 
ЕР, РН, РО, ОН. 

3. 9 ирмэг, 6 ор ойтой; 15 ирмэг, 8 оройтой 

2 §. 9-р хуудас 



2. -1л (л— 1) 

3 §. 

1. 2-р зураг дээрх О графад таван ирмэгтэй орой байхад тийм 
орой І-р зураг дэзрх графад байхгуй учир 1 ба 2-р зураг дээрх 
графууд изоморф биш. б-р зураг дээрх граф иь ганц ирмэгтэй Р- 
оройтой учир І-р хуудас дээрх графтаф изоморф биш. Мѳн тийм 
шалтгаанаар 6-р дээрх граф нь 2-р зураг дээрх графтай изоморф 
биш. 

2. Нэгдугээр графын (5,8) ирмэг нь 4 урттай хоёр циклд ха- 
маарах ба харин хоёрдугаар графад тийм ирмэг байхгуй. 

3. Оройнуудын зохих харгалзааг зураг дээр дурслэв. 
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П9 дугаар зураг 


I ба 2. Эхний дѳрвѳн хѳршийг А, В, С, О гэж тэмдэглэе. 
Тэдний замууд нь зураг дээрх хавтгай графыг уусгэж байг. Тав- 
дахь Е цэгийг хаана ч байрлуулсан ч тэр нь бусад цэгуудээсээ 
ямар нэг битуу муруйгаар таслагдана. 



120 дугаар зураг 
6 § 

1. 2 дугаар зураг дээр 

Р (А ) = р (с) = р (О) = 3; р (О) = 5 
Р (В) = Р (Я) =?(/>)=?(//) = 4. 


тул графын ирмэгийн тоо нь _і-(3-3 + 4-4 + 5) = 15 — тэй тэнцу^ 
байна. 6 дугаар зураг дээр 

р (А ) = ? (В) = р (О) = р (Е) = 2 р (с) = 3, р (Е)= 1 
ннйт ирмэгийн ТОО нь -і- (4-2 + 3 + I) — б-тэй тэнцуу байна. 

2. Эдгээр нь харгалзан 4 ба 2 сондгой оройтой байна. 
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11 НѴЛ9Г 


Я». 

1.28 дуга«р іуриг лмрх гряф і уа бург «нбн ін»р мнмдмы 
орой Рейх учир ідрир граф туо бѵрміір ганц Ринимр бурим 
болно. і/«-графыР 1,2 3,4 б* 2,4, 1,3 гасаі» анвіі гннммр бур. 
хэж болно. Харин ІУ,, граф нь ранц I, 2, 3, 4, Л, I, 4, У, Л, 3, I- 
ринжээр бурхэгдэнэ . 

б §. 

1. Нэгдугээр граф нь А СВР Ей А Гамильтоны шугамтай би 
хоёрдугаар нь А ВРЕНОСйА гамильтоиы шугамтпіі. 

2. Хамгийн богино Лі Ад Л 4 Л 3 Л Х гинж нь 4/0 урттаІІ бнііііи. 


6 §. 


1. Хэрэв нуудлийн чиглэлийг анхаарвал 336 нуудэл байх, эсрэг 
тохиолдолд 168 нуудэл бий. 

2. Гурван нуудэлтэй булангийн 4 буудал, та ван нуудэлтэй за- 
хын 24 буудал, найман нуудэлтэй тѳвийн 36 буудал бий. 


П[ БѴЛЭГ 

2 §. 

I. Эдгээр графын цикломатик тоонууд нь харгалзан 


7 = 15 — 8 + 1= 8 ба у =32 
тэй тэнцуу 


-21 + I = 12, 


у байна. 

= і-(л-І) л- п+ I 


= -^-(л — I) (л 2) 


4 §. 

I. I графын хувьд жишээлбэл 
Л-ЛС, В -* ВЕ, С^СВ, 0-»0Л , ЕР, Р^РА. 


2 дугаар зураг дээрх графыи 'хувьд 

А-+АВ, В^ВС, С-СД О- ОЛ 
Е->ЕР, Р-*РО, С-*ОН, Н^ИО. 


[V БѴЛЭГ 
2 §. 

1. Сурагч бухэн туе тусад булгэм болно гэж узвэл хамгийн 
будуулэг жишээ гарна. Тэгвэл хэн нь ч ямар иэг ѳѳр булгэмийн 
дарга болж чадахгуй. 

2. Нийт булгэмийн тоо нь 

12-11,10 = 220 
1-2-3 
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тэй тэнцуу. Энэ нь боломжит бух дарга нарын тоо І2-оос олон 
дахин их байна. 

3. Нэг буулгалт нь 

ТПу -► /72. т Ъ Ріі Щ-*Р4> Щ-*Рь 

3 §. 

2. 48 дугаар хуснэгтийн мер бур ба багана бур нь 1-ээс N 
хуртлэх тоонуудыг яг нэг нэг удаа агуулдгаас а) ба б) чанарууд 
мѳрдѳн гарна, в) чанарыг батлахын тул уул хуснэгтийг ажиглая. 
НэгдугэЭр мер ба нэгдугээр багананы тоолбол дараахь зохион бай- 
гуулалттай N мер ба N багана байиа. Уунд: 

а) і дугээр мер ба і дугээр баганы огтлолцол дээр байгаа тоо 
нь і дугээр тоглогч 1-тэй учирсанд харгалзана. 

б) Хэрэв іф) бол і дугээр мер ба ] дугээр багананы огтлол- 
цол дээр- байгаа тоо нь у дугээр тоглогчдын 

к = 2 і — / + [±(М — I)] 

тэй тэнцуу дугаартай тоглогчтой учирсанд харгалзана. (Хэрэв 
шаардлага гарвал к тоог 2 ба А^-ийн хооронд байлгахаар энд N — I 
_ийг нэмэх юмуу хасах болно) Эндээс /-г илэрхийлбэл 

У = 2 і — А: + [ ± ( — N I )] болно. 

Энэ тохиолдолд к ба У тэгш хэмтэй орж байгаагаас в) чанар 
мѳрдѳн гарна. 

V БѴЛЭГ 

3 §. 

2' р (Л ) + р* {А ) + ро (А ) = к\ р ( В ) + р* (В) + ро (В) = к -1 
гэж бичнж болно. Ѵунд Ро (А ) нь тэнцээний тоо 

3. п = 5 уед дараахь граф гарна. 



4 §• 

I. Энэ графууд дараахь хэлбэртэй байна. 
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2. Боломжийн нэг шийд нь 1 оройг 0 ангид хамааруулъя. 
Тэгвэл 2 ба 7 нь М ангид харин 5 нь 0 ангид хамаарах ёстой 
болно. 



I §• 

I ба 2. Бидний мэдэлд байгаа ганц хэмжих хэрэгсэл нь В ба 
С савууд ѳѳрсдѳѳ учраас зѳвхѳи эдгээр савуудын эсвэл нэг нь- 
дуурэн, эсвэл хоосон байх тохиолдолд л бид шингэний хуваарилал- 
тыг унэлж чадна. Шингэний тийм бух хуваарилалтуудыг баруун 
талд дурсэлсэн тэгш ѳнцѳгтийн хил дээрх цэгуудээр (жижиг ду- 
гуйгаар тэмдэглэсэн) дурсэлжээ. ѵ хуваарилалтуудын олонхийг 
энэ тэгш ѳнцѳгтийн дотоод цэгуудээр ( х усгээр тэмдэглэгдсэн) 
дурслэв. Ямар нэг дотоод цэгт хамаарах хуваарилалт бидэнд ѳгсѳн 
байж гэж саная. Тэгвэл дараагийн юулэлтэнд шингэнийг яг хэм- 
жих ганц арга нь нэг бол В, С савуудын нэгийг суллах, эсвэл 
нэгийг нь дуургэх явдал юм. Аль ч тохиолдолд шингэний тийм 
юулэлт нь графын хил дээрх ямар нэг цэгт хургэнэ. Нэг бол дуу- 
рэн сав, нэг бол хоосон сав бидэнд байх учраас дараагийн юу- 
лэлт нь ядаж нэг сав нь эсвэл хоосон, эсвэл дуурэн байх тийм 
хуваарилалтанд хургэнэ. Ѳѳр угээр хэлбэл хилийн байрлалтаас 
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юулэлт нь дахгад хиликн ямар нэг байрлалд шнлжуулэх учраас 
дотоод ѵ цэгуудэд хурч чадахгуй. 


С 

(I 0 0 о о о 

О X X X X о 

О X X X X О 

<> — Ѳ — 9 — Ѳ — Ѳ 0 • ь 

3. (7.0), (3,4), (3,0), (0,3), (7,3), (6,4), (6,0) 

2 §. 

2. В 2 (Л,) = (0,0, а, а> I ; П 1 (Л 2 ) = (1,1,0) 

АМі)г(0, 0, а) (1,1, Р) (0,1 7), Р>1, 7>2. 

Я 2 (Л 2 ) = (1,1,0), (0,2,2) 

3. Зураг дээр дугуйгаар Лі-ийн хожлын, квадратаар Д 2 -нйн 
хожигдлын, байрлалтуудыг тэмдэглэв. 



В і (Д О = (1.0). (0,1), (1,1) 

П г (А г ) = (0,2), (2,0) 

Я 2 (Л,) = (І,Р), (0,1), (1,1), (3,0), (3,1) 

Я 2 (4 2 ) = ( 0,2), (2,0), (2,2) 

3 §. 

Тэмцээн нь хоёр тийшээ ; ,чиглэлтэй ирмэгуудээр дурслэгдэх 
ёстой. 
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VII БѴЛЭГ 


1 §• 

1. Жншээлбэл .а нь Ь- гийн квадратаас их’ гэсэн харьцаа юмуу 
„А ба В олонлогууд ерѳнхий элементгуй’ эсвэл„ нэг гурвалжны 
нѳгѳѳтэй огтлолцоно гэсэн харьцаануудыг ав. 



2. а). = (2- 3, 4, 5} 

= (2. 3, 4} 

/? 4 = {2, 3} 

Я* -{2} 

«2 = { 0 } 

б) Энэ харьцаа нь 5 оройтой, гогцоогуй бурэн графаар дурс- 
лэгдэнэ. 

Кв = (2, 3, 4, 5}, /? 5 = (2, 3, 4, 6} К 4 = (2, 3, 5, 6} 

Ка = {2, 4, 5, 6), = (3. 4, 5, 6} 

в) . 4>Д В = <6}. К 5 = <5Ь /? 4 = {4> 



Тоо бухэн ѳѳрѳѳ ѳѳрийнхѳѳ хуваагч болох учир а/Ь харьцаа нь реф- 
лексив байна. VII булгийн 4 §-ийн 3-р бодлогын бодолтыг уз. 


2 §. 

2 а) Энэ харьцаа нь эсрэг рефлексив ба эсрэг тэгш хэмт бѳ- 
гѳѳд транзитив байна. 

б) Энэ харьцаа нь рефлексив тэгш хэмтэй боловч транзитив 
биш ээ. • 
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3 §. 


2. Хэрэв а = Ь + кт ба с = й + к г т бол 

а+с = Ь-\-(і+{к+ к\)т , 
а — с = Ъ — Л + (к — кі)т ба 
ас = Ьй + (Лк + Ькфт + 

+ кк г т^ = Ы + (^6 + Ьк-^ + ккіт)т. 

И им учраас 

а ± с ^ Ь ± і (той от), ас 3 М (той от) 

3. а, Ь тоонуудын хувьд |а| = |й] харьцаа нь рефлексив, тэгш 
хэмтэй ба транзитив байна. Ийм учраас эиэ нь эквивалентийн харь- 
цаа юм. Эквивалентийн анги бур нь (а, — а) хосуудаас тогтоно. 
Ийм хос бурийн гишууд нь а = о байх тохиолдлоос бусад бух то- 
хиолдлуудад бие биеэсээ ялгаатай байна. 

4 §• 

1. Бурэн эрэмбэлэлтийн граф дээр 

(4, 3), (4, 2), (4, 1), (3, 2), (3,1), (2,1) 
ирмэгууд байх ба 4, 3, 2, 1 энгийн, чиглэлт гинж нь суурь граф нь 
болно. 

2. Суурь граф нь дараахь чиглэлт энгийн пшж нь байна. 



3. а/Ь харьцаа нь зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн харьцаа мѳн гэдгиііг 
харуулахын тулд а = 1 а учраас а/а байна гэдгийг юуны ѳмнѳ тэм- 
дэглэе. Эре зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн хувьд а\Ь харьцаа нь Ь = ка, 
кф 1 гэсэн уг юм. Ѳѳр угээр хэлбэл хэрэв а\Ь харьцаанд я нь 
6-гийн жинхэнэ хуваагч бол энэ харьцаа эерэг рефлексив байна. Энэ 
харьцаа транзитив байна гэдгийг шалгая. Унэндээ хэрэв а\Ь ба Ь\с 
бол Ь — ка ба с = кф учраас с = кфа ба иймд а\с байна. Эцэст нь 
хэрэв а\Ь ба Ь\а бол Ь = ка, а = ІЬ тул Ь = кІЪ болох ба энэ нь 
зѳвхѳн к, I бухэл тоонууд хоёулаа нэгтэй тэнцуу буюу ѳѳрѳѳр хэл- 
бэл а = Ь байх уед л биелнэ. Эре зэрэмдэг эрэмбэлэлтийн хувьд 
а\Ь, Ь\а харьцаанууд нэг зэрэг биелэхгуй. 

4. 0-г оролцуулбал 8 дэд олонлог байна. Суурь графыг зураг 
дээр дуреэлжээ. Урвуу граф нь суурь графтай изоморф байна гэд- 
гийг тэмдэглэе. 
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2. Энэ нь нэгдугээрт 95-р зураг дээрх граф ба энэ графа д 
шинэ ирмэгууд нэмэхэд гардаг тийм графууд юм. Хоёрдугаарт 95-р 
зураг дээрх графад нэг тусгайрлагдсан орой нэмэхэд уусэх граф 
ба энэхуу шинэ графад шинэ ирмэгууд нэмэхэд гарч ирэх тийм бух 
графууд юм. 

2 §- 

1 . Ь = 7, р = 11, г=6 ба 7 — 11+6=2 

2. Ер нь Ъ = (п + I) 1 , р = 2п(п + 1) 

г = л* + 1, Ь — р + г = <*. 

4 §- 

2. БугД дээр нь 


ГАРЧИГ 


Оршил I булэг. Граф гэж юу вэ? 

1 §. Спортын тэмцээн 5 

2 §. Тэг граф ба бурэн граф 7 

3 §. Иэоморф графууд 9 

4 §. Хавтгай графууд 13 

5 §. Хавтгай графуудын тухай нэг бодлого 15 

6 §. Графын ирмэгийн тоо • 19 

*І булэг. Холбоост графууд 

1 §. Компонентууд • •, * 23 

2 §. Кенигсбергийн гууруурийн тухай. бодлого 25 

3 §. Эйлерийн графууд 27 

4 §. Зѳв замыг эрэ'х • . . \ 30 

5 §. Гамильтоны шугам 32 

6 §. Ухаан сорих - ' бодлогууд ба графууд 34 

, ІІ булэг. Мод . 

1 §. Мод ба ой 38 

2 §. Цикл ба мод 40 

3 §. Хотуудыг холбох тухай бодлого 42 

4 §. Гудамж, талбайнууд • * 45 

IV булэ г. Харгалзаа тогтоох нь 

1 §. АжилД оруулах тухай бодлого 49 

2 §. Ѳѳр томьёоллууД 53 

3 §. Тойрог харгалзаа 56 

V булэг. Чиглэлт графууд 

1 §. Дахиад л спортын тэмцээнууд • 60 

2 §. Нэг чиглэлийн хѳдѳлгѳѳн • • • ' 61 

3 §. Оройн зэрэг 67 

4 §. Уг гарлын графууд 69 

VI булэг. Тоглоомууд ба ухаан сорих бодлогууд 

1 §. Ухаан сорих бодлогууд ба чиглэлт графууд • • • • 76 

2 §. Тоглоомын онол 79 

3 §. Спортын тоймчийн гаж буруу санал 85 

VII булэг. Харьцаа 

1 §. Харьцаа ба граф 90 

2. §. Тусгай нѳхдѳлууд • • 93 

3 §. Эквивалентен харьцаа • 96 

4 §. Зэрэмдэг эрэмбэлэлт Ю| 





VIII булэг. Хавтгай графууд 

1 §. Графын хавтгай байх нѳхцѳлууд ........ 

2 §. Эйлерийн томьёо 

3 §. Графын зарим нэг харьцаа, хоёрдмол графууд 

4 §. Зѳв олон талстууд 

5 §. Шигтгэмэл г- 

*Х булэг. Газрын зураг будах 

1 §. Дѳрвѳн будгийн тухай асуудал • ■ • 

2 §. Таван будгийн тухай теорем . . . 


Дасгалуудын шийдууд 13З 
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